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Prólogo 


El concepto abstracto de espacio métrico fue introducido inicialmente 
por el matemático francés M. Fréchet en 1906 y desarrollado más tarde por 
«1 famoso topólogo F. Hausdorff en su “Mengenlehre”. 

Después de 1920, la topología métrica es objeto de exhaustivas investi- 
gaciones que logran su pleno desarrollo y ponen de manifiesto su extraordi- 
nario poder unificador de toda una variedad de teorías, hasta entonces dis- 
persas y aparentemente independientes. 

Su importancia inicial se atribuye, en parte, a que fuera reconocida 
como una interesante generalización de la teoría de espacios normados y 
las aplicaciones de éstos en el naciente análisis funcional, desarrollada por 
Stephan Banach y sus seguidores. 

A su vez, la escuela de Moscú realizaba importantes descubrimientos 
sobre propiedades de los espacios métricos, con impresionante despliegue 
de actividad investigadora durante la década 1920-30. Su principal objetivo- 
consistía en obtener condiciones necesarias y suficientes para que un espacio' 
topológico fuese metrizable. 

En la actualidad, la topología métrica constituye una rama de la topo- 
íogía general y los espacios métricos un caso particular de los topológicos. 
Todas las obras de topología general dedican uno o dos capítulos al trata- 
miento de los espacios métricos. No obstante, estos últimos admiten y 
merecen un estudio independiente por dos razones. Primero, pueden ser 
desarrollados en forma de una hermosa teoría acabada, menos inclinada a 
presentar fenómenos patológicos que la topología general, y, por tanto, más 
asequible a nuestra intuición geométrica. Segundo, constituyen el funda- 
mento indispensable y más inmediato para un estudio serio y riguroso del 
análisis matemático, por no mencionar una profusión de teorías sofisticadas. 

A pesar de todo, existe un sorprendente vacío de obras dedicadas al 
desarrollo ^autónomo de la topología métrica y ello, acompañado de las 
razones señaladas^ nos animo a escribir un libro de esta especie. 

Quién dirija su atención a la topología, con el propósito de adquirir las 
bases necesarias y orientarse luego al aprendizaje riguroso del análisis, hallará 
frente a sí un vasto y atemorizante cuerpo de doctrina. Para llegar a lo que 
él requiere (casi exclusivamente espacios métricos y normados), deberá atra- 
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PRÓLOGO 


vesar un largo y dificultoso camino, pocas veces al alcance de la intuición 
y erizado de sutilezas axiomáticas, contra-ejemplos y extraños fenómenos. 

En esta obra presentamos un desarrollo, bastante exhaustivo, de la topo- 
log : a de espacios métricos, con absoluta independencia de la topología ge- 
neral. Vale decir, no suponemos ni apelamos a conocimiento alguno de 
esta última. 

Esperamos además que el lector perciba y disfrute la belleza matemática 
de esta relevante y depurada teoría como fin en sí, a la par que cimiento 
esencial. 

Este libro tuvo su origen en cursos que, sobre la materia, el autor dictó 
en la Facultad de Ingeniería de la Universidad Central de Venezuela; sus 
propios apuntes fueron editados internamente y, se cree, son utilizados hasta 
el día de hoy en calidad de texto. Posteriormente, él mismo ha enseñado la 
asignatura de Topología Métrica a estudiantes del tercer año de la carrera 
de Matemáticas en la Universidad Simón Bolívar. Tales experiencias, por 
el transcurso de unos seis años, se plasmaron en la elaboración de esta obra. 

Desde un punto de vista formal, los únicos conocimientos previos, reque- 
ridos para asimilar el contenido de este libro, son los brevemente enunciados 
en la Introducción. A saber, familiaridad y destreza con las nociones elemen- 
tales de la teoría de conjuntos, incluyendo lo relativo a funciones, relaciones 
de equivalencia y orden, excluyendo el axioma de elección y sus equivalentes; 
estructuras numéricas, principio de inducción, conjuntos contables (que se 
consideró oportuno tratarlos en dicha Introducción) y, muy particularmente, 
el cuerpo de los números reales con su propiedad del “sup” columna ver- 
tebral de los espacios métricos. Finalmente, y sólo para el último capítulo, 
los conocimientos más elementales de álgebra lineal. 

Realista y pedagógicamente, sería deseable que el lector poseyera cierta 
madurez matemática (independiente de la biológica), lograda, digamos, 
después de haber perdido la inocencia en un primer curso de cálculo en una 
y varias variables. 

Sin embargo, hemos tenido muchas consideraciones con el lector, en 
ocasiones a riesgo de aburrir a alguno más veterano. Todo nuevo concepto 
se acompaña de motivaciones intuitivas, en un lenguaje llano y ordinario. 
Se ha procurado siempre destacar la significación y grado de trascendencia 
de cada teorema, señalando lo que se persigue e indicando el camino. 

Al final de cada capítulo se ofrece una colección más o menos numerosa 
de ejercicios, dependiendo de las posibilidades del tema. Sobre ellos conviene 
declarar que son totalmente independientes del texto, en el sentido de que 
jamás se hace uso de alguno como parte integral del desarrollo teórico; a lo 
más, se cita uno que otro en calidad de contra-ejemplo. 

Esto no debe servir de motivo, sin embargo, para que el estudiante pres- 
cinda de ellos o interprete que no son importantes. Muy al contrario, los 
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ejercicios evidencian las posibilidades de la teoría y le confieren una mayor 
significación. El lector puede medir su dominio del tema enfrentándose con 
ellos. Algunos, por otra parte, apuntan hacia ramificaciones interesantes. 

Consideramos que el libro puede adoptarse como texto y cubrirse total- 
mente en un semestre. Podría constituir un primer curso de topología des- 
tinado a estudiantes de Matemáticas en la mitad de su carrera. Estamos 
convencidos, no obstante, de que la obra se presta a ser utilizada también 
y con provecho por alumnos de Ingeniería, Física u otras disciplinas afines, 
en esclarecidos pensa” de esas ciencias. Para ellos recomendamos el siguiente 
plan de estudio simplificado, que no rompe la hilación lógica del desarrollo: 

Capítulo I, secciones 1.1 y 1.4. 

Capítulo II, secciones 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 y 2.6. 

Capítulo III, secciones 3.1 y 3.5. 

Capítulo IV, completo. 

Capítulo V, secciones 5.1, 5.2, 5.4, 5.5 y 5.7. 

Capítulo VI, secciones 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.6 y 6.8. 

Capítulo VII, secciones 7.1 y 7.3. 

Por último, y no por ello menos merecido, deseo manifestar mi sincero 
agradecimiento a la señorita Reina V. Raven, quien con admirable des- 
prendimiento y eficiencia realizo la mecanografía. Mi sentimiento de gratis 
tud para mi esposa por haber sufrido en silencio largos meses de reclusión 
y a quien dedico la obra. 

Ignacio L. Iribarren 
Universidad Simón Bolívar, 1972. 
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Introducción 


Empecemos con un recuento breve (y en algunos casos algo más extenso) 
de todos aquellos conocimientos que se supone posee el lector, ya que en el 
transcurso de la obra serán utilizados con entera libertad, sin citarlos expre- 
samente. Para cualquier consulta al respecto, puede recurrirse a la biblio- 
grafía recomendada. 

Debemos aceptar que el lector está familiarizado con las nociones ele- 
mentales de la teoría de conjuntos y que ha adquirido suficiente destreza 
en su manejo. Para ser más concretos, se requieren conocimientos sobre 
determinación de un conjunto, inclusión, unión en una familia cualquiera, 
diferencia y complementación de conjuntos, intersección, distributividad 
de esta última con respecto a la unión y viceversa; par ordenado y producto 
cartesiano con sus propiedades fundamentales; relaciones binarias y de 
orden parcial y total; relaciones de equivalencia, propiedades de las clases 
de equivalencia y conjunto cociente. Es indispensable un dominio adecuado 
del concepto de función; imágenes directas e inversas de un conjunto bajo 
una función; sobreyección, inyección y biyección; función inversa; compo- 
sición de funciones. 

No hace falta haber hecho un estudio axiomático, riguroso, de tales 
fundamentos, sólo se espera que el lector tenga un poco de práctica en su 
manipulación y conceptos claros. 

La notación conjuntista que se emplea en este libro, en todos los casos, 
es la usada universalmente. 

En vez de proporcionar una especie de resumen pormenorizado de los 
conocimientos mencionados, preferimos remitir al lector a algunos de los ex- 
celentes textos existentes. Al respecto, puede consultar las siguientes obras: 
(16)*, cuya exposición es informal y entretenida, y (29), si se desea un 
estudio rigurosamente axiomático y extenso. Recomendamos particularmente 
el libro (23), de reciente aparición, por su elegancia y rigor." 

En lo relativo a teoría de conjuntos y casi todos los otros requisitos que 
señalaremos, cabe citar de una vez la conocida obra (33), que presenta un 
panorama mucho más amplio de los fundamentos de la Matemática. 

* Los números entre paréntesis se refieren a obras de la bibliografía dada al 
final del libro. 
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INTRODUCCIÓN 


Sobre los números naturales, cuyo conjunto designamos por N = 
{0, 1,2,3, •••} necesitamos propiedades globales más bien que de carácter 
aritmético. A saber, que N está bien ordenado ; es decir, que todo conjunto 
de números naturales tiene un mínimo. En especial, se usa frecuentemente 
el principio de inducción completa y es preciso que el lector lo conozca 
bien y lo sepa emplear con soltura. El pequeño y muy didáctico libro (27) 
se dedica exclusivamente a ello. 

Conviene precisar el siguiente concepto que utilizaremos en varias oca- 
siones. 

Decimos que un conjunto no vacío X es contable si existe una sobre- 
yección / : N -» X. 

Por ejemplo, el conjunto N es contable trivialmente, donde la sobreyec- 
ción es la función idéntica. Asimismo, si X es un conjunto finito es fácil 
comprobar que es contable. En efecto, podemos expresar X= {x^xi, ■ ■ ■ ,x n } 
y definimos la sobreyección / : N X tal que /(i) = x i} para 0 < i < n, y 
f(i) = x 0 , para todo i > n. 

Si el conjunto Y no es vado, X es contable y existe una sobreyección 
g : X — > Y, entonces Y es contable. Basta con saber que existe una sobre- 
yección / : N — » X, luego, la función compuesta g o / : N — > Y es sobreyectiva. 

Como consecuencia, probamos con facilidad que, si A es un subconjunto 
no vacío del conjunto contable X, entonces A es contable. En efecto, la 
func’ón g : X — > A tal que y x : g(x) — x, y x (¿X — A : g{x) — a, don- 
de a £ A es un elemento fijo, es sobreyectiva. 

Veamos ahora que el conjunto N X N es contable. 

Es muy sencillo comprobar que la función / : N X N -> N, tal que y m, 
n £N :f{m, n) = 2 m -3”, es inyectiva. Por otra parte, su rango M es contable, 
debido a que M CN y lo establecido anteriormente. Luego, la función inversa 
Z -1 : M — > V X V es sobreyectiva y N X N es contable. 

Por último, sea F una familia contable de conjuntos contables. Deseamos 
demostrar que 

y = u x 

es contable. 

Existe pues una sobreyección h : N —> F y, como cada X £ F es contable, 
para todo n £N existe una sobreyección /„ : N -» h(n) . Ahora bien, defi- 
namos una función g : N X N -* Y tal que ym,n £N : g{m, n ) == / ra (n). 

Resulta entonces que g es sobreyectiva y Y es, por tanto, contable, ya 
que lo es N X N. En efecto, si x £ Y, ha de tenerse que x £ X para algún 
X £F; pero h es sobreyectiva, luego existe unmfn con h{m) = X y, como 
también f m es sobreyectiva, debe haber un n £N con x = f„¡ ( n ) = g(m, n ) . 

De este resultado fundamental se obtiene la contabilidad del conjunto 
Q de los números racionales como simple ejercicio 
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Como se dijera en el Prólogo, el cuerpo de los números reales, cuyo 
conjunto designamos por R, constituye la columna vertebral de la topología 
de espacios métricos. Éste puede construirse a partir de los números natu- 
rales, por ampliaciones sucesivas, pasando por el conjunto Z de los enteros, 
y por el cuerpo de los racionales. La construcción es hermosa e interesante, 
pero laboriosa. Será instructivo para el lector consultarla en (4), donde 
se trata exhaustivamente. 

Sin embargo, debido a la importancia que tienen para nosotros, es opor- 
tuno exponer sus propiedades fundamentales, de las cuales se deducen todas 
las demás. Si se quiere, pueden tomarse como axiomas definitorios. En tal 
sentido, es interesante destacar que esas propiedades que aquí enumeramos 
constituyen lo que se llama un sistema axiomático categórico. Esto significa 
que caracterizan al cuerpo de los números reales y que éste, esencialmente, 
es único. Vale decir, cualquier otro ente que satisfaga todas esas propie- 
dades es isomorfo con los reales. 

El conjunto R esta provisto de dos leyes de composición interna u 
operaciones: 4- (suma) y • (producto). 

La estructura (R, + ) es un grupo conmutativo. Es decir, la suma es 
asociativa y conmutativa; existe un elemento único 0£R tal que V* £R: 
x 0 = x ; a cada x £ R corresponde un único elemento —x£R con 
* + ( — x) =0. 

La estructura (i? — {0}, •) es también un grupo conmutativo. O sea 
que el producto es asociativo y conmutativo; existe un elemento único 
1 £R— {0} tal que y x £R (se prueba que también para x — 0) :x - 1 = x; 
a cada í£é-{ 0} corresponde un único xr 1 £R con x-x' 1 = 1. 

El producto es distributivo con respecto a la suma. 

La estructura algebraica descrita (R, +, •) es la denominada cuerpo. 

Sobre R existe una relación de orden total <í, que es compatible con 
la suma y producto. Es decir, si para x, y £ R se tiene x < y, entonces 
yz £R:x + z < y + z; además, para todo z£R con 0 < z, xz < yz. 

La estructura (/?,+, *,<) es ahora un cuerpo totalmente ordenado; 
según la terminología acostumbrada. Pero existen muchos cuerpos total- 
mente ordenados que son distintos (no son isomorfos) al de los números 
reales. Lo que distingue y caracteriza a este último es la llamada propiedad 
del “sup” que explicamos en seguida. 

Supongamos que A es un conjunto no vacío de números reales. Si existe 
un x £ R tal que y a £A: a < x, decimos que x es cota superior de A y que 
A es un conjunto acotado superiormente. Ahora bien, la propiedad del 
“sup” nos dice que existe un número real z que es el mínimo de las cotas 
superiores de A ; es decir, z es cota superior y z < x, para toda cota superior 
x de A. De otra manera, si y < z, entonces y no es cota superior. Es claro 
que z es único y se denomina extremo superior de A; escribiéndose z = sup A. 
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En resumen, todo conjunto de números reales acotado superiormente, 
admite extremo superior. 

Lo expuesto sobre el número real es lo que podríamos llamar el esque- 
leto esencial. Repetimos que todas sus propiedades conocidas se deducen de 
éstas y recordamos (4), en caso de necesidad. 

Conviene destacar dos atributos más de los números reales que, como 
dijimos, se infieren de los señalados. 

R es lo que suele llamarse un cuerpo arquimediano. Esto quiere decir 
que, si x,y £R, 0 < x < y, entonces existe un n 6 IV tal que y < nx. 

Por otra parte, considerando Q como subconjunto de R, si x,y £R, 
at < y, entonces existe un q £ Q tal que x < q < y. Esto se describe dicien- 
do que “Q es denso en R”. 

Sólo para el último capítulo (VII) se requieren conocimientos previos 
de álgebra lineal. Concretamente, concepto de espacio vectorial sobre R y 
sus propiedades más elementales; dependencia e independencia lineal; di- 
mensión finita y bases; isomorfismo entre espacios vectoriales; subespacios 
y su dimensión; transformaciones lineales, núcleo y rango, su composición, 
transformación inversa. En todo caso, la mayoría de las veces recordamos 
expresamente los conceptos al utilizarlos. 

De nuevo preferimos remitir al lector a las obras pertinentes. Entre la 
abrumadora cantidad de textos de álgebra lineal seleccionamos (15) y (13), 
ambos de bondad reconocida. El primero es asequible y elemental ; en cuanto 
al segundo, se trata de una excelente y ambiciosa obra que no aconsejamos a 
quien se enfrente con esa teoría por vez primera. 



CAPITULO 


Espacios 

métricos 


1.1. DEFINICION Y CASOS 

PARTICULARES IMPORTANTES 

Desde un punto de vista intuitivo, un espacio métrico es, simplemente, 
un conjunto en donde podemos hablar de la “distancia” entre sus elementos. 
Se trata de una extraordinaria generalización del plano geométrico, como 
veremos luego. 

Se hace necesario pues definir lo que se entiende por distancia entre 
dos elementos cuya naturaleza específica desconocemos. Para ello debemos 
descubrir aquellas propiedades esenciales que caracterizan la noción de dis- 
tancia para luego definirla en abstracto como el ente poseedor de esas 
propiedades. Pero aquí se pone de manifiesto un asunto por cuya diluci- 
dación debemos comenzar: ¿qué dase de ente es una distancia? 

Si al abstraer deseamos respetar aquello que es esencial a la idea, pode- 
mos decir de inmediato que la distancia entre dos elementos es un número 
real positivo. Pero no basta a nuestros propósitos el considerar la distancia 
entre dos elementos particulares sino para todo par de elementos del con- 
junto en cuestión. Es decir, que para dos elementos cualesquiera x, y, existe 
un número real positivo que podemos designar d{x,y ) y al cual llamamos 
distancia de x a y. Se destaca que la distancia, a la cual preferiremos llamar 
métrica, es más bien una función, según la cual, a todo par de elementos 
asocia un número real positivo. 
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ESPACIOS MÉTRICOS 


Procedemos a la definición matemática y precisa. El lector reconocerá 
las propiedades de la métrica como características de la noción de distancia 
que él conoce intuitivamente. 

Como consecuencia del origen geométrico del concepto de espacio mé- 
trico, la terminología empleada se toma de aquella disciplina. Esto tiene 
la ventaja de apelar constantemente a una visión geométrica de las situa- 
ciones, facilitando así el entendimiento y ofreciendo la posibilidad de pre- 
sentir los resultados. 

No entraremos a discutir las complejas razones por las cuales se eligen 
precisamente esas cuatro propiedades para definir la métrica, ni porque ellas 
resultan suficientes a nuestros propósitos. Baste decir que se trata de un 
sistema axiomático definitorio de espacio métrico, de la misma forma que 
un grupo se define mediante un conjunto de axiomas que atribuyen ciertas 
propiedades a su ley de composición interna. 

Sea E un conjunto cualquiera, no vacío, cuyos elementos llamaremos 
puntos. 

Una métrica en E es una función 

d : E X E — > R 

que posee las siguientes propiedades: 

1. y x, y £E:d(x, y) >0 

2. Para x,y £E:d(x,y) =0 (— ) x — y. 

3. Y x, y £E:d(x, y) = d(y,x) (simetría). 

4. Y*,y, z £E:d(x,y) <d(x,z) + d(y,z) (desigualdad triangular) . 

La expresión d(x, y) la leemos distancia entre los puntos x y y. 

El par ( E,d ), constituido por el conjunto E y una métrica definida 
sobre E, se denomina espacio métrico. 

Conviene destacar de una vez que sobre un mismo conjunto E pueden, 
en general, definirse métricas distintas, las cuales dan origen a espacios 
métricos diferentes. Esto se verá en los ejemplos y ejercicios. 

Las cuatro propiedades que posee una métrica constituyen un sistema 
de axiomas consistentes, aunque éstos no son independientes. Mediante una 
sencilla verificación se comprueba que 2 y 4 implican 1 y 3 (ver ejercicio 1, 
al final del capítulo ) . 

Un modelo intuitivo natural de espacio métrico es el plano geométrico, 
en el cual interpretamos con facilidad las propiedades de la distancia. La 
primera nos dice que la distancia entre dos puntos es siempre un número 
real positivo o cero; la segunda establece que la distancia es cero si y sólo 
si los puntos coinciden. La tercera propiedad simétrica indica que la dis- 
tancia de x a y es igual a la de y a x. Finalmente, la cuarta propiedad nos 
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dice que un lado de un triángulo nunca tiene longitud mayor que la suma 
de las longitudes de los otros dos lados; de allí el nombre de desigualdad 
triangular. 

Si debilitamos la propiedad 2, escribiendo solamente y.v ££ : d{x, x) =0, 
estamos permitiendo la posibilidad de que existan x,y£E con x y, 
d(x, y) = 0. Naturalmente que d no es ya una métrica y recibe el nombre 
de seudométrica o écart, del francés. Su importancia en Topología es con- 
siderable, pero su estudio escapa al ámbito de esta obra. Un écart induce 
una métrica, a través de una relación de equivalencia. Véase el Ejercicio 4. 

En el lema siguiente se establecen desigualdades que resultarán de 
mucha utilidad y que son consecuencia directa de los axiomas definitorios 
de una métrica. 

Lema 1. En un espacio métrico (E, d) se verifica 

V x, y, z, t £E : \d(x, y) — d(z, t) \ < d(x,z) + d{y,t). 

En particular: 


V x, y, z£E : \d(x, z) -d(y,z)\ < d(x,y). 
Demostración. Aplicamos dos veces la desigualdad triangular: 
d{x,y) <d(x,z) + d(y,z) <d(x,z) + d(y,t) 4- d(z,t) 
de donde 


d(x,y) -d{z,t) < d{x,z) + d(y,t) (1) 

Procediendo de manera similar: 

d(z,t) <.d(z,x) + d(t,x) < d(x,z) + d(y,t) +d(x,y), 
de donde 

- d(x,z) -d(y,t) < d(x,y) -d{z,t) (2) 

Las desigualdades (1) y (2) equivalen a: 

\d(x, y) —d(z, t) | < d(x, z) + d(y, t). • 

Pasamos a mostrar una variedad de ejemplos de espacios métricos par- 
ticulares. Muchos de éstos tienen importancia considerable por sí mismos y 
todos, vistos en conjunto, ponen de manifiesto la gran generalidad del con- 
cepto. Cuando demostramos una propiedad para un espacio métrico abs- 



18 


ESPACIOS MÉTRICOS 


tracto, ésta queda establecida automáticamente para una extraordinaria di- 
versidad de espacios. 

Ejemplo 1. Sea E un conjunto cualquiera, no vacío. 

Definamos la función 

d : E X E -» R 

tal que : V x,y £E: 

d{x,y) = 1, si x^y\ d(x,y) =0 si x = y. 

Se deja al lector la fácil comprobación de que tal función es una mé- 
trica para E. 

Al espacio métrico resultante (E, d) se le llama discreto. Aunque carece 
de mayor interés, dada su evidente trivialidad, nos indica que todo conjunto 
no vacío puede proveerse de una métrica. Por otra parte, los espacios dis- 
cretos se emplean con frecuencia como contra-ejemplos. 

Ejemplo 2. Consideremos el conjunto R de los números reales y la función 
d{x,y) = \x-y\, y x,y£R. 

Mediante sencilla aplicación de las propiedades del valor absoluto se 
comprueba que d es una métrica. Esta confiere a R estructura de espacio 
métrico, el cual se llama usualmente la “recta real”. 

Son muchas y muy diversas las métricas que pueden definirse para R. No 
obstante, a menos que se exprese lo contrario, cuando se considere a R 
como espacio métrico, se entenderá que la distancia es la definida arriba. 

Ejemplo 3. Sea V un espacio vectorial definido sobre el cuerpo R de los 
números reales. 

Una norma en V es una función de V en R que posee las propiedades 
siguientes (adoptaremos la notación ||*|| para indicar la imagen del vector 
x, y la llamaremos norma de x) : 

1. yx£V : \\x\\ > 0. 

2. ||*|| = 0 (=) x = 9] donde 9 es el vector nulo en V, o elemento neu- 
tro respecto a la suma en V. 

3. yx£V, y\£R : ||A*|| - |A| |j*||. 

4. y x, y £V : ]|* + y|| < ||xj| + ||y||. 

(desigualdad triangular de la norma) . 

Intuitivamente podemos interpretar la norma como la longitud de vec- 
tores, particularmente si pensamos en los vectores del plano o del espacio. 
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Al par (V, j j ||), es decir, a un espacio vectorial provisto de una norma, 
se le llama espacio normado. 

Gomo es de suponer, un mismo espacio vectorial V sobre R puede, en 
general, proveerse de diversas normas, dando origen a distintos espacios 
normados. 

Demostraremos que todo espacio normado es metrizable, es decir, puede 
definírsele una métrica inducida por la norma y así considerársele un espa- 
cio métrico. 

Definamos la función 

d : V X V -> R 

tal que 

V x,y£V:d(x,y) = ||* — y||. 

Veamos que d es una métrica para V. En efecto, la propiedad 1 de una 
métrica se cumple trivialmente como consecuencia de la primera propiedad 
de una norma. Además, si x = y, entonces 

d(x,y) = ||x — yjj = ||'0|| = 0: 

recíprocamente, si d{x,y) = 0, entonces x — y = 9, lo que implica x = y. 
Por otra parte, 

d i x >y) = ik“}':| = ll(-l) ( v — -V ) 1 1 = |-1| ||y-*|| = ||y — *|j = d(y,x). 

Finalmente, 

-- Vx,y, z£V: 

d (*>y) ..= H-v-yl! = ||(v-z) + {z — y)\\ < ¡|.r — z|¡ + ||z — y|| = 

= d(x,z) + d(z,y). 

O sea que todo espacio normado puede considerarse como un espacio 
métrico con la métrica definida en base a la norma de la manera descrita. 
De aquí en adelante y cuando sea necesario trataremos a los espacios nor- 
mados como métricos, entendiendo siempre la distancia como la inducida 
por la norma. 

Ejemplo 4. Sea V un espacio vectorial definido sobre el cuerpo R de los 
números reales. 

Un producto interior en V es una función de V X V en R con las propie- 
dades siguientes (adoptaremos la notación x°y para indicar la imagen del 
par (x,y) £V X V) : 
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1 . x £ V, x ^ 6 =} x » x > 0 ( positivo definido) . 

2. V x, y £ V : x *y = y • a (simetría) . 

3. y x,y,z £V,y a, J3 £R : (a.v + /?y) =2 = it(^z) + fí{y ° z) 
(linealidad por la izquierda). 

Al par (V, »), es decir, a un espacio vectorial V sobre R junto con un 
producto interior en V, se le llama espacio euclídeo. 

De los tres axiomas definitorios del producto interior se deducen inme- 
diatamente las siguientes propiedades: 

Y x £ V : 6 o x = (0 9) ° x = 0 (0 ° .*) =0. 


En particular: 6 ° 6 = 0. 

Esto nos permite ampliar 1 : 

y x £V : x ° x >0; x ° x = 0 (=) a: = 0. 

La simetría y la linealidad por la izquierda nos proporcionan la linealidad 
por la derecha: 

y x,y,z£V, y a ,¡3£R : 

x . (ay + ftz) = (ay+{2z) » x = a (y ° x) + /3(z ° x) — 

= a(x»y) + ¡3(xoz) . 

Una propiedad menos evidente es la importantísima desigualdad de 
Schwarz. 

yx, y £ V : \x = y[ < Va: . x. V y ° y- 

La demostración es breve. En efecto, si y = 6 ambos miembros de la 
desigualdad son 0 y ésta se cumple trivialmente. Supongamos que y=£0, 
con lo cual y - y > 0. Tenemos entonces 

y X £R : (.v + Ay) « (x + Ay) > 0. 

Aplicando las propiedades de linealidad, podemos desarrollar el producto 
interior : 

x o x + 2 {x o y) A + A 2 (y ° y) > 0 : 

pero tal desigualdad es cierta para todo valor real de A, en particular para 


x <• y 

y°y' 
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de donde 


X 0 .Y 


(*■> y) 2 (x ° y) 2 
2 - — — + — > 0 


y « y 


y°y 


(a- o y ) 2 < (a. x ) ■ (y o y), 

y extrayendo raíz cuadrada positiva a ambos miembros obtenemos la des- 
igualdad de Schwarz. 

Nos proponemos mostrar que todo espacio euclídeo (V, •) puede consi- 
derarse como normado, definiendo la norma mediante el producto interior. 
Sea, en efecto: 


y x£V : ¡M| = y x ox, (1) 

lo cual tiene sentido sabiendo que x o x > 0. Veamos que se trata en verdad 
de una norma. 

Las propiedades 1 y 2 de una norma (ejemplo 3) quedan satisfechas 
trivialmente. Además, 

V x 6 V, V A. £ R : ] |A*| | = V (A.y) ° (Xa) = V A. 2 (x - x) — 

— |A¡ y/ x o x = [A¡ ||a¡|. 

Por otra parte, haciendo uso de la desigualdad de Schwarz: 

V x, y £ V : 

|¡A + y|¡ 2 = (* + y) o(A + y) = [|a|¡ 2 + 2 (x . y) + ||y¡| 2 < 

< ¡M|| 2 + 2¡MI¡ IH¡ + ¡MI 2 = (¡Mil + INI) 2 , 

de donde 

IM+yll < ¡MI! + Ibll- 

De manera que la definición ( 1 ) efectivamente proporciona una norma 
en V. Siempre que se considere un espacio euclídeo como normado se en- 
tenderá que la norma es ( 1 ) . 

Refiriéndonos al ejemplo 3, podemos afirmar que todo espacio euclídeo 
(V, o) puede considerarse como métrico, tomando la métrica inducida por 
la norma, la cual es, a su vez, inducida por el producto inferior. En resu- 
men, la métrica natural de un espacio euclídeo es: 


V V 6 V ■ d{x, y) = V (x-y)'(x-y) . 
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Ejemplo 5. Consideremos el conjunto R n de todas las n-adas ordenadas 
de números reales. Este es un espacio vectorial respecto a la ley de com- 
posición interna : 

(a u a 2 , ■ ■ .. a n ) + (b 1} b 2 , ■ ■ ■, b„) = (a 1 + b 1) a z + b 2r • ■ ,a n + b n ) 
y la ley de composición externa de conjunto de operadores R : 
á ( ¿TljUo. ‘ ' ') j á¿Z2; * * *, • 

R n es, además, un espacio euclídeo con respecto al producto interior: 
(«i, «2, ■ • -,a n )o(b i, b 2 , . . ., b n ) = a 1 b 1 + a 2 b 2 + • • • + a n b n . 

Se deja al lector la sencilla comprobación de que se trata efectivamente 
de un producto interior. 

En virtud de lo establecido en el ejemplo 4, R n puede considerarse como 
espacio métrico con respecto a la métrica siguiente: 


entonces, 

tH 

* 

11 

• • ■>*»)> y ^ iyi>v2, ■ • -,y») 

luego 

li 

1 

Vi yu -Vi: y2> • • • } x n yn ) j 

n 

ele donde 


„{x-y) = ,2 (xi-yi) 2 , 
i= 1 


d{x,y) = ^2 (xi~yi) 2 - (2) 

Muchas métricas diferentes pueden definirse para R n , pero, a menos 
que se indique lo contrario, siempre que le consideremos como espacio mé- 
trico entenderemos que la métrica empleada es (2). 

Obsérvese que si n = 1, la métrica para R, definida por (2), es exac- 
tamente la descrita en el ejemplo 2. 

Ejemplo 6. Sea A un conjunto cualquiera, no vacío. Diremos que una 
función /, de A en R, es acotada si existe algún número real M > 0 tal que 


y x£A : |/(*)| < Ai. 
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Designemos por B(A) al conjunto de todas esas funciones. 
V f, g &B(A ) , definamos la función 

f — g : A R, 

tal que 


Si 

entonces 


Va- £A : ( f-g ) (a) = /(a) ~g(x). 

Va £A : ¡f(x) | < M, |#(a) | < N, 
yx£A : ¡f(x) -g(x)¡ < |/(a) | + |^(a)¡ < M + N, 


lo cual indica que 

f~g£B(A). 

Consideremos ahora la función 

d : B{A) X B{A) -> R, 


tal que 


Yf,g£B{A) : d(f,g) = sup |/(.v) ~g{x)\. 


Tal extremo superior existe, ya que, como se vio arriba, 

|/(a) -£(a)| 

es un conjunto de números reales acotado superiormente. 
Demostraremos que la función d es una métrica en B (A) ; 

V f,g£B(A), yx£A : ¡/(a) -£(a)| > 0, 

lo cual implica 

d{f=g) = sup |/(a) -£(a)| > 0. 

eeA 

Para f,g£B(A), f — g es equivalente a que 
Yx£A : /(a) = g (a) , 

es decir 

I/(a) — ^(at) I = 0, 
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lo que a su vez equivale a 

d{f,g) = 0. 

Como 

yx£A : \f(x)~g(x)\ = \g{x)~f(x)\, 
se deduce de inmediato que 


d(f,g) = </(&/). 

Finalmente, si f,g,li£B{A), se verifica 

V .v £ A : 

|/(jc) -¿(*)| = !(/(*) -M*))l + M*) -g(*))l < I /(*) + 

+ \h[x) — g-(x) |, 

de donde, utilizando la definición de extremo superior 
d(f,g) <d(f,h) + d(h,g). 

De manera que ( B(A),d ) es un espacio métrico. Éste constituye sólo 
un ejemplo de una clase de espacios métricos que, por su naturaleza, se les 
llama espacios funcionales. Su importancia en topología y análisis modernos 
es considerable. 


1.2. DISTANCIA ENTRE CONJUNTOS 

Sea (E, d) un espacio métrico. Fijemos arbitrariamente un punto x 0 £E 
y un conjunto no vacío A C E. 

Designemos por {d{x^,x)} xeA al conjunto de números reales constituido 
por las distancias de Xr¡ a todos los puntos de A. Ese conjunto esta acotado 
inferiormente por 0, lo cual implica que admite extremo inferior no menor 
que 0. 

Adoptemos la notación 

d(x o, .4) = inf {d(x 0 , x) 

Al número real d(x 0 , A) > 0 se le llama, por definición, distancia de x 0 al 
conjunto A. 

Es evidente que si x 0 £A, entonces d(.x Q , A) = 0; pero el recíproco no es 
en general cierto. Puede suceder que d{x 0> A) = 0 y x a £A. Por ejemplo. 
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consideremos el espacio métrico R, la recta real, y tomemos un intervalo 
abierto A = [a, b) ; es muy sencillo demostrar que d(a,A) =0, y sin 
embargo, a £A. 

Esta cuestión quedará definitivamente dilucidada más adelante. 

Por comodidad definimos d(A,x 0 ) = d(x 0 , A). 

Tomemos ahora dos puntos x 0¡ y 0 £E y ACE no vacío. Tenemos: 

yx£A:d(x 0 ,x) <d(y 0 ,x) +d(x 0 ,y <í ), 

de donde 

d(xo,A) < d (y 0¡ A) + d(x 0 , yo). (1) 


De manera totalmente análoga 


d{y 0> A) <d(x. 0> A) + d(x a ,y 0 ). 


( 2 ) 


De (1) y (2) deducimos: 


-d(x 0 ,y 0 ) < d(x 0 , A) - d(y 0 ,A ) <d(x 0 ,y 0 ), 


lo cual es equivalente a: 


¡d(x 0) A) -d(y 0 ,A) \ < d[x 0 ,yo)- 

Esta desigualdad tendrá significación más adelante. 

Tomemos ahora dos conjuntos no vacíos A,BC.E. Designemos por 
{d(x,y)} xeA , V eB al conjunto de números reales constituido por todas las 
distancias entre un punto de A y uno de B. Está claro que tal conjunto está 
acotado inferiormente por 0, por lo cual debe admitir extremo inferior no 
menor que 0. Expresemos 

d(A,B) = inf {d(x,y)} X eA> yeB . 

Al número real d(A,B) > 0 lo llamaremos distancia entre los conjuntos 
Ay B. 

Si A fifi ^ <p, es inmediato que d(A,B ) =0; pero de nuevo el recíproco 
no es en general cierto: la distancia puede ser cero aunque los conjuntos sean 
disjuntos. Un ejemplo sencillo de esta situación resulta si tomamos números 
reales a < b < c; los intervalos A — ( a,b ), B = (b, c) son evidentemente 
disjuntos y, sin embargo, d(A,B) = 0, como puede comprobar el lector 
fácilmente. Volveremos sobre esto más adelante. 

Por la simetría de la métrica d{A,B) — d(B,A). 

El lema que sigue es de frecuente utilidad e intuitivamente satisfactorio. 
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Lema 1. Si A y B son conjuntos no vacíos en un espacio métrico (E, d), 
se tiene: 

d(A,B) = inf { d(x,B ) } xeA = inf { d(y,A ) } yeB . 

Demostración. Demostraremos únicamente que 

d(A,B) = inf {d(x,B)} xeA , 

ya que la otra igualdad se prueba análogamente. 

Tomemos un x£A genérico. Por definición de d(A,B) : 

d{A, B) < d(x,y),Y y £B, 

lo cual indica que d(A,B) es cota inferior del conjunto 

{d(x,y) } ven , 

luego 

d{A,B) < d(x,B ) 

y como x £A es arbitrario, esta última desigualdad indica que d(A,B) es 
cota inferior del conjunto 

{d(Xj B'j 

Veamos qué es el máximo de las cotas inferiores. Con tal fin, tomemos un 
e > 0 real y arbitrario. En virtud de la definición de d(A,B), existe un 
x £ A y un y £ B tales que 

d(x,y) < d(A, B) + s; 

pero 

d(x,B) < d(x,y), 

o sea 

d(x } B) < d{A,B) + e 


para algún x £ A. 
De manera que 


d(A,B) = inf {d{x,B)} xeA , 
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Conviene destacar que no es en general cierto que exista un y 0 £ A tal 

que 

d [x<¡, yo) = d(x 0 ,A) ; 

análogamente, tampoco es de esperar que existan x 0 £A, y 0 £B con 


d(x o, y o) = d(A, B). 
Volveremos sobre esto posteriormente. 


1.3. ISOMETRIA 

Supongamos que se ha establecido una correspondencia biunívoca entre 
los puntos de dos espacios métricos y resulta ser, además, que la distancia 
entre cualquier par de puntos del primer espacio es igual a la distancia en- 
tre sus homólogos en el segundo. ¿En qué pueden diferir estos espacios? Sin 
duda que la naturaleza específica de los puntos en uno y otro puede ser muy 
distinta; pero en su comportamiento como espacios métricos no puede seña- 
larse diferencia alguna. En efecto, si hacemos caso omiso de la naturaleza 
particular de los puntos, los espacios resultan idénticos, isomorfos o, para 
darles el nombre acostumbrado, isométricos. 

Espacios isométricos son pues idénticos como espacios métricos, com- 
parten la misma estructura. Es un concepto análogo al isomorfismo entre 
espacios vectoriales, entre grupos o anillos, etc. 

Expresemos formalmente la definición : 

Un espacio métrico ( E,d ) es isométrico- al (E 1 , d 1 ) si existe una biyec- 
ción : 

f -.E-+E 1 

tal que 

V x, y £E:d(x, y) = d 1 {f{x),f{y)). 

La isometría es una relación de equivalencia en la clase de los espacios 
métricos. En efecto: 

Reflexividad : {E, d) es isométrico consigo mismo bajo la biyección idén- 
tica: E — > E (trivial). 

Simetría: Supongamos que ( E,d ) es isométrico al (E 1 , d 1 ) bajo la bi- 

yección : 


f : E-> E\ 
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Entonces / _1 : E 1 — > E es una biyección y 

y.v\ y'eE 1 : d(f- 1 (x 1 )>f- 1 (y 1 )) = ¿M/r (* 1 )], fit 1 (y 1 )]) = ¿M* 1 ,/), 

lo cual implica que (¿i 1 , d 1 ) es isométrico al ( E , d) . 

Transitividad: Sea ( E,d x ) isométrico al ( F, d 2 ), bajo la biyección /, y 

(F,d 2 ) isométrico al ( G, d :t ) , bajo la biyección g. Entonces 

g.f : E->G 

es una biyección tal que V x,y£E: 

di(x,y) = d 2 (f{x),f{y) ) = d s {g[f{x)l g\j(y)]) = 

= d 3 (g ° f (x) , g ° f {y)) . 

O sea que [E, d t ) es isométrico al (G, d-¿) ■ 

Como ejemplo ilustrativo considérese el conjunto C de los números com- 
plejos. Se comprueba fácilmente que 

d 1 {z,w) = \z — w\, \:z,w£C, 

es una métrica para C, de manera que ( C,d x ) es un espacio métrico. 

Consideremos, por otra parte, al espacio métrico R 2 , tal como se cons- 
truyó en el ejemplo 5 de 1.1. 

Es inmediato verificar que la función 

/ : R? — » C, tal que y {a, b) G R 2 
f(a, b) — a + bi, 

es una biyección que establece una isometría entre los espacios R 2 y C. 


1 .4. SUBESPACIOS 

Sea ( E,d ) un espacio métrico y F un subconjunto cualquiera, no vacío 
de E. 

Definamos la función 

á 1 : F X F->R 

tal que 

V x,y£F : d 1 (x,y) =d(x,y). 

De inmediato se comprueba que d 1 es una métrica para el conjunto F. 
A d 1 suele llamársele métrica inducida en F por d y, por sencillez, se acos- 
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tumbra designar también por d sin peligro de confusión. Nótese que d 1 no 
•es otra cosa que la restricción de d a F X F. 

De manera que ( F , d ) es, a su vez, un espacio métrico y se le llama 
subespacio de ( E , d) . 

Se destaca que F es cualquier subconjunto no vacío de E. 


EJERCICIOS 

1 . £ es un conjunto no vacío y d : E X E — » R una función que posee las 
propiedades siguientes : 

a) d(x,y) = 0 {=) x = y, para x, y £E. 

b) \x,y,z£E : d(x,y) < d(x,z ) + d(y,z). 

Demostrar que d es una métrica sobre E. 

2. Sea d una métrica sobre el conjunto E. Si yx, y £E : d 1 (x, y) — mín 
{1, d(x, y ) }, demuestre que d x es también una métrica sobre E. 

:3. Tomemos un número natural i entre 1 y n. 

Definamos para * = (* 1# x 2 , • • •, x„) , y = (y u y l2l ■ en R n , 

d(x,y) = |jti-yi|. 

¿Qué propiedades de una métrica posee d? 

-4. Sea p un écart sobre un conjunto F. Para x, y £F definimos 

x ~ y (=) p{x,y) = ü. 

a) Demostrar que ^ es una relación de equivalencia sobre F. 

b) Sean x y, z ~ co. Compruébese que 

p(x,z) = p(y, o). 

(Verifique que el Lema 1 de 1.1 es válido para écarts y aplíquelo.) 

c) Sea E = F (conjunto cociente respecto 

Para £, ? ] (¿E cualesquiera, tomemos x £ y £r¡, y definamos 


= p(x,y): 

Demuestre que d es una métrica sobre E. 
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5. 


Sean d 1; d 2 , ■ ■ ■, d n métricas sobre un conjunto E. 

n 

Demostrar que d — 2 di es una métrica para E. 

i~ 1 


n 

(d se define como d(x, y) — 2 di (x, y ) ) . 

i = 1 


6. Si d es una métrica sobre E, definimos para x,y £E: 


d 1 (x, y) 


d{x,y ) 

1 + d(x, y) 


Demuéstrese que d 1 es una métrica sobre E. 


7. Sean (E 1} di), (E 2 , d 2 ) espacios métricos. 

Demostrar que para a = (x 1} x 2 ) , y — (yi, y 2 ) en i?i X E 2 , 

d{x, y) = méoí{d- í {x 1 ,y x ),d 2 {x 2 > y 2 )}, 
d 1 (x,y) = d 1 (x 1 ,y 1 ) + d 2 (x 2 ,y 2 ), 
d xl (x, y) = V d 1 (x 1 , y x ) 2 + d 2 (x 2 ,y 2 ) 2 , 


definen métricas para E x X E-¿. 

•% 

8. Sea { d n } una sucesión de métricas, todas ellas sobre el mismo conjunto 

E y d n (x,y) < 1, V n £N, y x, y £E. 

00 

Demostrar que d — 2 d n ¡ 2" es una métrica sobre E. 

n = o 

9. Sea E el conjunto de todas las sucesiones reales {.v„} acotadas (|x n ¡ < k, 
para algún k > 0) . 

Demostrar que d({x n ), { y n }) = sup | x„ — y„l 

n 

define una métrica d sobre E. 


10. Sea S el conjunto de todas las sucesiones reales. 

Demostrar que d({x n }, { y n }) = 2 — • — — — — 

«=o n\ 1 + ¡a„ — y n \ 

define una métrica sobre S. 

1 1 . Sea C [a, b ] el conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo 
cerrado [a, b] y de valores reales. 
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Definimos: 



\f(x) -g(x)| 

1 + | f(x) -g{x) 


para f, g £ C [a, b]. 

Demostrar que d es una métrica para C [a, b]. 


12. Sean ( E, d ), (E 1 . d l ) espacios métricos. 
Supongamos que existe una función 


/ : E-+E 1 

tal que 

\'x,y<=E : d{x,y) = d í (f(x),f{y)). 

Demostrar que (E, d) es isométrico con un subespacio de (E\ d') . 



CAPITULO 


Conjuntos abiertos 
y conjuntos 
cerrados 


2.1. ESFERAS ABIERTAS, 

CERRADAS Y SUPERFICIE ESFERICA 

Sea ( E,d ) un espacio métrico cualquiera. Definiremos ciertos subcon- 
juntos importantes de E. 

Tomemos un punto a £E y un número real r > 0. Se llama esfera abierta 
de centro a y radio r al conjunto: 

N(a;r) = {*£-E¡ d(x,a) < r}. 

Esfera abierta reducida de centro a y radio r es el conjunto: 

N ‘(a; r) = { x £E | 0 < d(x, a) < r}; 

nótese que no es otra cosa que N(a ; r) — {«}. 

Esfera cerrada de centro a y radio r es el conjunto • 

N(a ; r) = {x £E \ d{x, a) < r }. 

Superficie esférica de centro a y radio r es el conjunto: 

S(a ; r) = {a: £E | d(a, x) = r}. 
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Obsérvese que tanto una esfera abierta como cerrada no puede ser un 
conjunto vacío, ya que al menos el centro pertenece a él. Una esfera abierta 
reducida o una superficie esférica puede, por otra parte, resultar un conjunto 
vacío. 

Como consecuencia inmediata de las definiciones, se deduce : 

0 <r 1 <r 2 implica que N(a; r¡) CN (a; r 2 ) , N (a; r t ) CN (a; r 2 ) . 
N(a; r) CN(a; r) , S (a; r) CN(a; r ) , N{a; r) ClS(a; r) = <¡>, ÍV(a;r) = 
N(a;r) US(a;r), N(a;r) = N(a;r) ~ S(a;r). 

En el espacio métrico la recta real (Ejemplo 2 de 1.1), una esfera abierta 
de centro a y radio r > 0 es el conjunto de números reales (puntos) x, tales 
que \x — a\ < r, es decir, el intervalo abierto {a — r, a + r) ; la esfera cerrada 
del mismo centro y radio resulta ser el intervalo cerrado [a — r, a + r\ 

La superficie esférica es el conjunto constituido únicamente por el par 
de puntos a — r, a + r. 

En el espacio métrico R 2 con su métrica definida en el Ejemplo 5 de 
1.1, una esfera abierta de centro a y radio r > 0, representada geométrica- 
mente, no es más que un círculo de centro a y radio r, excluida la circunfe- 
rencia. La esfera cerrada será el círculo completo y la superficie esférica sólo 
la circunferencia. 

Efectuando una representación geométrica análoga en el caso del espacio 
métrico i? 3 , observamos que las esferas cerradas resultan ser esferas; las 
abiertas, esferas también, excluida la superficie, y las superficies esféricas 
coinciden con las geométricas del mismo nombre. 


2.2. CONJUNTOS ABIERTOS 

Sea ( E , d) un espacio métrico cualquiera y A un subconjunto de E. 

Se dice que x £A es un punto interior de A si existe un número real 
r > 0 tal que 

N ( x ; r) CA. 

Al conjunto 

A — {x £ A | x es interior de A} 

se le llama interior del conjunto A. 

En consecuencia de la definición tenemos que A O A. 

A puede muy bien ser vacío sin que lo sea A. Tal situación es de mucho 
interés y volveremos sobre ella más adelante. 
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Decimos que el conjunto A es abierto si A — Á, es decir, si todo punto 
de A es interior. 

El conjunto E es abierto trivialmente, lo mismo que el conjunto vacío 
<¡) (¿qué punto de no es interior?) . 

Teorema 1. Toda esfera abierta es un conjunto abierto. 

Demostración. Sea la esfera abierta N (a ;r) y x £N (a; r) un punto cual- 
quiera de ella. Nos proponemos demostrar que x es interior a la esfera. 
Consideremos el número real 


r 1 = r — d [a, x) >0 

y la esfera abierta N(x; r x ). Demostremos que N (x: r ± ) CN(a; r) . 

V y£N(x;r 1 ) :d(x,y) < r 1} es decir, 
d(x,y) < r-d(a, x ), 

o sea 

d(x,y) + d(a, x) < r, 


pero 

de donde 


d{ a >y) < d{x,y) + d{a,x), 


lo cual implica 


d{a,y) < r, 
y £N(a; r) . 



Figura 1. Ilustración en R 2 de la demostración del Teorema 1 de 2 2. 
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Sea AC.B. Es inmediato que todo punto interior de A es interior de B, 
es decir, 


« o 

ACB 


Esto nos permite tomar interiores a ambos miembros de una inclusión, pre- 
servándose el sentido de ésta. 

Teorema 2. Para todo conjunto A en (E, d), Á es un conjunto abierto, es 

e 

decir A = Á. 

Demostración. Si A — <f>, sabemos que es abierto. Supongamos que no 
es vacío y tomemos un x £ A; demostremos que x es interior a A. 
x £ A implica la existencia de un r > 0 tal que 

N(x; r) C^4; 

pero en virtud del Teorema 1, N{x' } r) es un conjunto abierto, de manera 
que, tomando interiores a ambos miembros de la inclusión, obtenemos: 

N(x ; r ) CÁ; 

o sea que x es punto interior de A y éste es un conjunto abierto. 
Supongamos ahora que CC.A y C es abierto. 

Tomando interiores a ambos miembros de esta inclusión y teniendo en 
cuenta que C coincide con su interior, obtenemos: 

CCA. 


Este resultado lo podemos interpretar figurativamente diciendo que A 
es el “máximo conjunto abierto contenido en A”. 

Obtengamos otra caracterización del interior de un conjunto cualquiera 
A : Sea la familia 

F = {B C A | B es abierto} . 


( F no es vacía, ya que al menos 4> £F ) . 
Demostremos que 


A = U B. 

B‘F 


En efecto. 


y B £F : BCA y B es abierto, lo cual implica 
BCA, 
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de donde 


U BCÁ. 

B<F 

Recíprocamente, como A es abierto y está contenido en A, entonces 

A £F; luego, ACUB. 

BíF 

En resumen, A es la unión de todos los conjuntos abiertos contenidos 
en A. 

Los dos teoremas siguientes, no obstante sus muy sencillas demostraciones, 
son de extraordinaria trascendencia al permitirnos operar con abiertos en 
forma conjuntista. 

Teorema 3. La unión en una familia cualquiera de conjuntos abiertos es 
un conjunto abierto. 

Demostración. Sea F la familia de conjuntos abiertos y 

S = U A. 

A'F 


Demostremos que S es abierto. 

Si x £S, entonces x £A para algún A £F; pero A es abierto, luego existe 
un número real r > 0 tal que 


N(x; r) CA. 

Por otra parte, ACS, lo cual implica N(x; r) CS, o sea que a es interior a 
S y 5 es por tanto abierto. 

Teorema 4. La intersección de un número finito de conjuntos abiertos es 
un conjunto abierto. 

Demostración. Sean los conjuntos abiertos A 1} A 2 , ■ • •, A„ y 

T = C\A h . 

Tc = 1 

Demostremos que T es abierto. Supongamos que T ^<¡>, ya que de lo con- 
trario el teorema estaría demostrado. 
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Si x (¿T, entonces a- £A k (para k — 1,2, • ■ • ,n) y como A k es abierto, 
existen números reales positivos r 1; r 2 , ■ ■ -, r n tales que 

N(x; r*) CA,c (para k = 1, 2, • • • , n) . 

Sea r = mín {r u r 2 , ■ ■■, r n } ; luego, r < r k , para cada k, lo cual implica 
N(x\ r ) <ZN(x; r k ) para k = 1,2,3, ■ n. 

Pero entonces 

N(x;r) C A k ( k =1,2 ,---,n), 

de donde 

N{x;r) C T. 


El Teorema 3 nos indica que las uniones de abiertos siempre resultan ser 
conjuntos de abiertos. Por otra parte, el Teorema 4 nos dice lo mismo con 
respecto a intersecciones; pero con la restricción de que los intersecandos 
deben ser en número finito. 

No puede garantizarse que la intersección de un número infinito de 
abiertos sea un abierto. Por ejemplo, en la recta real (Ejemplo 2 de 1.1) 
todo intervalo abierto es un conjunto abierto, observación que vale la pena 
destacar. En efecto, sea a <C b y consideremos el intervalo abierto (a, b) . 
El lector comprobará: 


( a,b ) = {x ¡ a < x < 



x 


a+ b | 
~2 ~ 


< 



5 


pero el último conjunto de la derecha no es otra cosa que 


( a+b b — a\ 

~ 2 ~ ’ ~2 )’ 

y sabemos que toda esfera abierta es un abierto. Pero volvamos a nuestro 
ejemplo. Consideremos la familia de infinitos abiertos constituida por los 

intervalos ( para todo n natural mayor que cero. La intersección 

\ n r) 

en esa familia es el conjunto {0} constituido por un solo punto, el cual no es 
abierto en R. 

El teorema que sigue nos indica lo que sucede al tomar el interior de 
una unión y el de una intersección. 

Teorema 5. Si A y B son conjuntos cualesquiera en un espacio métrico, 
entonces 
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AUBCAUB, A(1B = AC\B. 


Demostración. Tenemos que ACA y BCB, de donde 
AUBCAUB y ÁnBCAHB; 


0 0 o o 

pero en virtud de los Teoremas 3 y 4, AUB y AHB son abiertos, lo cual 
implica: 


ÁCBCAKJB y ACBCACB (1) 

Por otra parte, A DBC A y ADBCB, de donde tomando interiores 


luego, 


AHBCA y AHBCB ; 


AnBCADB , 

y, considerando esta última inclusión junto con la (1), concluimos: 


ÁC\B = ACB. 

Ambos resultados establecidos en el teorema precedente pueden, por 
supuesto, extenderse a un número finito de conjuntos por inducción. 

ACB pueden muy bien no coincidir con ACB. Por ejemplo, considere- 
mos en la recta real los conjuntos 

R- = {x £R ¡ x < 0}, = {x £R \ x > 0}; 

es evidente que R- U R + = R, el cual es abierto y coincide por tanto con su 
interior, es decir 

lfuR + = R. 


Por otra parte, se comprueba fácilmente que 
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R~ = R~ y R + = {x G-R | x > 0}, 

de donde 


R-UR+ = /? — {0}. 


2.3. ENTORNOS Y PUNTOS DE ACUMULACION 

Sea (E } d) un espacio métrico cualquiera y a£E. 

Se llama , entorno del punto a a todo conjunto abierto que lo contenga. 

Asi, en particular, una esfera abierta de centro a y cualquiera radio r es 
un entorno de a. Obsérvese, por otra parte, que todo entorno de a con- 
tiene una esfera abierta de centro a, ya que a pertenece al entorno y es, por 
tanto, punto interior de éste. 

Un conjunto abierto es un entorno de cualquiera de sus puntos. 

Es consecuencia de los Teoremas 3 y 4 de 2.2 que la unión en una familia 
cualquiera de entornos de un mismo punto es un entorno de ese punto; y 
que la intersección de un número finito de entornos de un mismo punto 
es también un entorno de éste. 

El concepto de entorno está motivado por la idea intuitiva de cercanía 
o proximidad al punto en cuestión. 

Esa noción y, por consiguiente, su definición precisa como entorno, 
constituye una de las ideas fundamentales sobre la cual se apoya el Análisis 
y la Topología. Conceptos como el de límite, continuidad, derivada y otros 
tienen allí su origen. No obstante la aparente sencillez de la definición de 
entorno, su importancia no puede exagerarse; es la síntesis extraordinaria 
de casi tres siglos de maduración y decantación realizadas por varias gene- 
raciones de matemáticos ilustres. La vaga noción del “infinitamente peque- 
ño”, de Newton y Leibnitz encuentra su expresión racional y precisa. 

Siguiendo la corriente de estas ideas pasamos a formular el concepto 
crucial de punto de acumulación de un conjunto. Como su nombre lo indica, 
es un punto alrededor del cual se acumulan, se concentran, los puntos del 
conjunto, de forma tal que, por “pequeño” que sea el entorno, siempre los 
hallaremos en él. 

A es un conjunto en el espacio métrico (E, d) y x £E. Se dice que * es 
un punto de acumulación del conjunto A. Si todo entorno de x contiene 
puntos de A distintos de x. Es decir: Para todo entorno S de x se cumple 

(S — {x}) C\A=/=-d>. 

(Al entorno S, desprovisto de x, suele llamarse entorno reducido.) 
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Puede muy bien suceder que el conjunto A no admita ningún punto 
de acumulación, así como admitir muchos. 

Nótese que no se exige, en la definición, que x £A, pero puede suceder. 
Si x £ A, pero no es punto de acumulación de A , recibe el nombre de 
punto aislado de A. Esto quiere decir que existe algún entorno de x que 
no contiene puntos de A, aparte de él mismo. 

Se comprueba fácilmente que en la recta real el conjunto 

{1.1.U-} 

posee un único punto de acumulación que es el cero, el cual no pertenece 
al conjunto. Todos los elementos del conjunto son aislados. 

En el mismo espacio, todo x £ R es punto de acumulación del conjunto 
Q de los números racionales. 

Si A es un conjunto en (E, d) y x £ E es tal que para todo número real 
r > 0: 

entonces x es punto de acumulación de A. En efecto, sea S un entorno cual- 
quiera de x. Como x £ S y S es abierto, existe un r > 0 tal que 

N(x;r) CS, 

lo cual implica 

Wix; r ) CÓ’-{*}, 

de donde 

<¡>^AnN 1 (x-,r) C (£-{*}) n A 

El recíproco de este resultado es, por supuesto, cierto, ya que una esfera 
abierta de centro x es un entorno de x. 

Al conjunto de todos los puntos de acumulación de un conjunto A se 
llama conjunto derivado de A y se designa por A'. 

En general, A' puede contener desde ninguno hasta infinitos puntos y 
su relación con A puede ser cualquiera: coincidir con él, contenerlo, estar 
contenido en él, ser disjunto o ninguna de estas cosas. Algunos de estos casos 
dan origen a diversos tipos de conjuntos de gran importancia, como veremos 
más adelante. 

El teorema que sigue es bastante evidente desde un punto de vista in- 
tuitivo. 

Teorema 1. Sea x un punto de acumulación de un conjunto A. Si S es 
un entorno cualquiera de x, el conjunto 
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(S-{x})nA 

contiene infinitos puntos. 

Demostración. Supongamos, al contrarío, que 

(S {a} ) D A {aj, X'2 ) • • *, • 

Designemos por 

r fc = d(x, x k ) >0 (k — 1, 2, . . ., n). 

Por otra parte, como S es abierto y contiene a x, existe un r 0 > 0 tal que 

N(x; r 0 ) OS. 

Sea ahora 

r = mín {r <h r u r 2 . ■ ■ ., r n ). 

Entonces 

A^ 1 ( x ; r) C\A = <£, 

ya que 

N 1 ^; r) OS— {x} 

y no contiene ninguno de los x k . Pero esto contradice la hipótesis de que .v 
es punto de acumulación de A. 

De este teorema se deduce que para que un conjunto tenga la posibili- 
dad de admitir puntos de acumulación debe ser infinito; dicho de otra 
manera, si un conjunto admite algún punto de acumulación, es infinito. Ex- 
presado una vez más en forma equivalente, un conjunto finito no admite 
puntos de acumulación. 

Recíprocamente, si un conjunto es infinito no puede asegurarse que ad- 
mita puntos de acumulación. Por ejemplo, el conjunto N de los números 
naturales es infinito pero no admite puntos de acumulación en R. No obs- 
tante, en R n o, más general, en todo espacio normado de dimensión finita, 
conjuntos infinitos que satisfagan una débil hipótesis adicional (acotados) 
sí admiten puntos de acumulación. Este es el famoso teorema de Bolzano- 
Weierstrass que se verá más adelante; desgraciadamente, no es válido en un 
espacio métrico cualquiera. 

Por último, volviendo a un espacio métrico general (E,d), considere- 
mos en él los conjuntos 
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ACB. 

Es evidente, teniendo en cuenta la definición, que todo punto de acumula- 
ción de A lo es también de B, es decir, 

A'CB'. 

Este sencillo resultado nos permite tomar derivados a ambos miembros de 
una inclusión, preservándose el sentido de ésta. 


2.4. CONJUNTOS CERRADOS 

Sea ( E , d) un espacio métrico cualquiera y A un subconjunto de E. Si 

A' CIA, 

es decir, si A contiene todos sus puntos de acumulación, decimos que A es 
un conjunto cerrado. 

Si A no admite puntos de acumulación, es decir A' — <j>, A es cerrado, 
ya que siempre A’ CA. En particular, el conjunto vacío <j> y cualquier con- 
junto constituido por un número infinito de puntos son conjuntos cerrados. 

El conjunto E es también cerrado trivialmente. 

Nótese pues que tanto <¡> como E son conjuntos abiertos y cerrados a la 
vez. Resulta oportuno llamar la atención del lector sobre el hecho de que 
conjunto cenado no se ha definido como aquel que no es abierto, ni vice- 
versa. Esto admite la posibilidad de que algún conjunto sea abierto y cerrado, 
que sea una de las dos cosas o, como es el caso más frecuente, ni una ni 
otra. La existencia de conjuntos abiertos y cerrados a la vez es particular- 
mente interesante y será estudiada a fondo cuando tratemos conjuntos 
conexos. 

Puede suceder que A' = A, es decir, que A sea cerrado y que todos sus 
puntos sean de acumulación. Un conjunto con esa propiedad se dice que es 
perfecto. Poseen propiedades interesantes, pero son poco frecuentes. Un 
ejemplo clásico de conjunto perfecto es un intervalo cerrado (de más de 
un punto) en la recta real (verifiqúese) , así como también todo el conjunto R. 

Dado el conjunto A en un espacio métrico {E, d), al conjunto 

A = AUA' 

o sea la unión de A con todos sus puntos de acumulación, se le llama 
clausura de A y sus elementos reciben el nombre de puntos de adherencia 
de A. 
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En seguida se observa que 

A'CA {=) A = AUA' = A. 

es decir, un conjunto es cerrado si, y sólo si, coincide con su clausura. 

En general tendremos que 

ACA y A'CA, 

en virtud de la definición de A. 

Supongamos que se tiene 

ACB, 

sabemos que implica A'CB pero entonces, de ACB y A’ CB' obtenemos: 

ACB. 

Este resultado nos permite “clausurar” ambos miembros de una inclusión, 
preservándose su sentido. Puede darse el caso, no obstante, de que una in- 
clusión propia se convierta en igualdad al clausurar. Por ejemplo, 

(a, b) C [a, b] 

en la recta real. 

Teorema 1. Para todo conjunto A en un espacio métrico se verifica : 

(Ay = A\ 

Demostración. Sabemos que ACA, y como al tomar derivados se pre- 
serva el sentido de la inclusión: 


A'c{Ay. (i) 

Podemos suponer que (A)' ya que de lo contrario, la tesis del teorema 
sena cierta trivialmente. I ornemos entonces un x £ (Á j ' cualquiera y veamos 
que x £ A . En efecto, sea S un entorno de x. S contiene infinitos puntos de 
A (Teorema 1 de 2.3), es decir, infinitos puntos de AUA', y por cada 

y£SCA’, 

S es también un entorno de y, pero y £A', de manera que S contiene infi- 
nitos puntos de A'. 
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En resumen, S contiene infinitos puntos de A en todo caso, lo cual 
implica que x £A'. 

Hemos demostrado que 

(A)'CA', 

que tomado junto con (1) demuestra el teorema. 

Corolario V. Para todo conjunto A en un espacio métrico, 

A' y Á son conjuntos cerrados. 

Demostración. Aplicando el teorema tenemos: 

(A)' = A'CÁ, 

o sea que Á es cerrado. 

Tomando derivados a ambos miembros de la inclusión 


A'CÁ 


y aplicando de nuevo el teorema: 


(A')'C(A)' = A' 


indicando que A' es cerrado. 

Supongamos que A CB y B es un conjunto cerrado. Clausurando ambos 
miembros de esta inclusión y teniendo en cuenta que B coincide con su clau- 
sura, obtenemos: 


ACB. 

Esto lo podemos interpretar figurativamente diciendo que “el mínimo con- 
junto cerrado que contiene a A es su clausura”. 

Podemos obtener otra caracterización interesante de la clausura: Sea 
la familia 


F — {ACB | B es cerrado}, 


( F no es vacía, ya que al menos E £F) . 
Demostremos que 


A = n¿¡. 


B<F 
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En efecto, 

V B £F : AOB y B es cerrado, lo cual implica 
AOB, 

de donde 

ÁCCB, 

B*F 

Por otra parte, A es cerrado y ACA, luego A £F, entonces 

DBCA. 

B<F 

En resumen, A es la intersección de todos los conjuntos cenados que 
contienen a A. 

A los elementos de A los hemos llamado puntos de adherencia de A. El 
siguiente teorema nos proporciona dos útiles caracterizaciones de ellos. 

Teorema 2. Para un conjunto A, de clausura no vacía, las siguientes pro- 
posiciones son equivalentes: 

a) x£A, 

b) d(x. A) — 0, 

c) Para todo entorno S de x : S Pl A =/=■ 

Demostración ( a=)b ). Sea pues x £A «= AUA'. Si x£A es evidente 
que d(x,A) =0. Supongamos que x £A' y tomemos un número real cual- 
quiera e > 0. Como N(x; e ) es un entorno de x, por definición de punto 
de acumulación se verifica 


A ílJV'Jx; e) <¡>, 

es decir, existe algún y £A con d(x,y) < e. O sea que e > 0 no es cota 
inferior del conjunto {d(x,y)} veA . Necesariamente d(x, A) = 0. 

(b =) c) . Tenemos que d ( x, A ) = 0. Sea S un entorno cualquiera de 
x. Como S es abierto y contiene a x, existe un número real r > 0 tal que 

N(x ; r) OS. 

Pero r > 0 = d(x. A), luego r no es cota inferior del conjunto {d(x, y) }„ £l , 
lo cual implica que d(x,y ) < r, para algún y (¿A. Es decir, existe algún 
y £A tal que y £N (x; r) . O sea que 
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<¡>=£AnN(x; r ) CSDA 

(<;=) a) SC¡ A =/=<]> para todo entorno S de x. 

Si x £ A, entonces x £ Á. En caso de que x £ A, la hipótesis implica que 
x es punto de acumulación de A, es decir x £ A', y también en este caso 
x £ Á. 

No debe confundirse la proposición (c) del teorema con la definición de 
punto de acumulación. La diferencia esencial radica en que no se toma el 
entorno reducido para intercectarlo con A. Nótese que un punto aislado 
de A es también punto de adherencia. 

El siguiente teorema establece una importantísima relación entre con- 
juntos abiertos y cerrados: Si A es abierto (cerrado) su complemento es 
cerrado (abierto). Puede verse como una caracterización de cerrados en 
términos de abiertos, que muy bien ha podido tomarse como definición 
de cerrado, tal como se hace en topología general. 

Teorema 3. Un conjunto A en un espacio métrico ( E , d) es cerrado si, y 
sólo si E—A es abierto. 

Demostración. Supongamos que A es cerrado y demostremos que E — A es 
abierto. Si E—A es vacío, sabemos que es abierto; consideremos pues que 
E—A^<f> y tomemos un x £ E — A. Gomo A contiene todos sus puntos de 
acumulación por ser cerrado, y x (£A, x no es punto de acumulación de A. 
Debe entonces existir algún r > 0 tal que 

A C\N(x; r) — <j > , 

lo cual implica que N(x;r) CE— A, o sea que x es punto interior de E — A 
y éste es abierto. 

Recíprocamente, supongamos que E — A es abierto y demostremos que A 
es cerrado. Si E — A es vacío resulta que A — E, que sabemos es cerrado. 
Consideremos pues E — Á=f=§ y tomemos un x£E — A. Existe un r > 0 
tal que N(x;r) CE—A, lo cual implica que AnN(x] r) = <£. Esto quiere 
decir que si un punto no pertenece a A, entonces no es de acumulación de A, 
o sea que A debe contener todos sus puntos de acumulación (aunque no 
existan) y es cerrado. 

Corolario 3'. A es abierto si y sólo si E— A es cerrado. 

Demostración. Si A es abierto, como A = E— {E — A), entonces E-A es 
cerrado en virtud del teorema. 
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Recíprocamente, si E — A es cerrado, el teorema nos dice que 
E— (E — A) = A es abierto. 

El teorema siguiente nos indica qué sucede cuando se unen o se inter- 
sectan conjuntos cerrados. Compárese con los teoremas 3 y 4 de 2.2. 

Teorema 4. 

1 ) La unión de número finito de cerrados es un conjunto cerrado. 

2 ) La intersección en una familia cualquiera de cerrados es un conjunto 
cerrado. 

Demostración. 

1) Sean los conjuntos cerrados A 1} A 2> y designemos por 

5 = UA k . 

le-1 

Demostremos que S es cerrado. Haciendo uso de las fórmulas de De Morgan 
podemos escribir 

E-S = ñ(E-40; 

7c=l 


pero E — Au ( k = 1, 2, - • • , n ) es abierto por ser A k (k = 1, 2, • • •, n) cerra- 
do (Teorema 3), lo cual implica, en virtud del Teorema 4 de 2.2, que la 
intersección de todos ellos, es decir E—S, es conjunto abierto. 

El teorema 3 nos dice que S es cerrado. 

2) Sea F una familia de conjuntos cerrados y designemos por 

t = n a. 

cerrado. Aplicando de nuevo las fórmulas de De 
E-T = U {E-A). 

A e F 

Pero los E — A, y A £F, constituyen una familia de conjuntos abiertos (Teo- 
rema 3), lo cual implica, por el Teorema 3 de 2.2, que la unión de todos 
ellos, es decir E—T, es un conjunto abierto. Una vez más el Teorema 3 nos 
indica que T es cerrado. 


Demostremos que T es 
Morgan, expresamos: 
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Corolario 4'. Sean los conjuntos A y B en el espacio métrico ( E,d ). Se 
verifica : 


A abierto y B cerrado =) A — B abierto, 

A cerrado y B abierto =) A — B cerrado. 

Demostración. A — B — ( E — B ) fl A. 

Veamos que una esfera cerrada, al igual que la abierta, no contradice 
su nombre. 

Teorema 5. Toda esfera cerrada, así como toda superficie esférica, es un 
conjunto cerrado. 

Demostración. Sea la esfera cerrada N(a; r ) en un espacio métrico (E, d) 
y demostremos que el conjunto 


E—N(a; r) 

es abierto. 

Tomemos un x £E — N(a; r) , lo cual es equivalente a que 

d{a,x) > r. 

Sea r x = d(a, x) — r > 0 y veamos que 

V(*;r a ) CE-Ñ{a;r). 


En efecto, si 


entonces 


es decir, 


Por otra parte, 


y £N{x-, rj), 
d{x,y) < r L , 
d(x 3 y ) <Cd(a 3 x)—r. 
d{a,x) < d(a, y) +d(x,y). 


( 1 ) 

( 2 ) 


Sumando ( 1 ) y (2) : 


d{a,y) > r, 
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lo que equivale a 

y£Ñ(a;r), 

es decir 

y £E—N(a-, r) . 

Tenemos pues que x es punto interior de E—N(a; r) y éste es abierto. En 
virtud del Teorema 3, N(a; r) es cerrado. 

Para demostrar que la superficie esférica S(a; r) es un conjunto cerrado, 
basta con aplicar el Corolario 4', sabiendo que 

S{a;r) = N(a; r) - N (a; r) . 



En un espacio métrico ( E,d ) consideremos una esfera abierta N(a',r) 
y la cerrada del mismo centro y radio N(a;r). Sabemos que 

N(a; r) CÑ(a-, r) . 

Clausurando ambos miembros de esa inclusión y teniendo en cuenta que 
la clausura de la esfera cerrada coincide con ésta por ser cerrada, obtenemos : 

N(a;r) CN(a;r). 

Conviene destacar que, en general, esa inclusión es propia; es decir, la 
clausura de la esfera abierta no es necesariamente igual a la esfera cerrada 
de mismo centro y radio. Por ejemplo, sea ( E , d) un espacio métrico dis- 
creto (Ejemplo 1 de 1.1) de más de un punto y tomemos x £E. Tenemos 
que 
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N(x; 1) = {*}, 

de donde 

ÑJ^l) = {*}, 

en cambio 

Ñ{x-, 1) = E. 

No obstante, en muchos espacios particulares la clausura de la esfera 
abierta sí coincide con la cerrada. Demuestre el lector que esto sucede 
siempre en R n . 

El siguiente resultado nos indica lo que sucede al clausurar una unión 
y una intersección. Compárese con el Teorema 5 de 2.2. 

Teorema 6. Si A y B son conjuntos cualesquiera en un espacio métrico, 
entonces 

AñBCÁnB, áUb^adb. 

Demostración. 

ACÁ y BCB 

implican 

APiBCÁdB y ACBCÁCB- 

pero teniendo en cuenta que las clausuras son conjuntos cerrados (Coro- 
lario 1') y el Teorema 4, los conjuntos ÁC\B y AU B son cerrados; de ma- 
nera que, clausurando ambos miembros de las inclusiones anteriores, ob- 
tenemos : 

IñBcÁnB, aTJbcáub (i) 

Por otra parte, clausurando en 


resulta 


de donde 


ACAUB y BCAUB, 
ÁCÁUB y BCÁUB, 

áobcáUb, 


que, junto con (1) implica 

AUB = ÁUB. 



52 


CONJUNTOS ABIERTOS Y CONJUNTOS CERRADOS 


La clausura de la intersección no es igual, en general, a la intersección 
de las clausuras. Por ejemplo, en la recta real consideremos los intervalos 
abiertos A = [a, b) , B = (b,c) , para a < b < c. Se comprueba con faci- 
lidad que 

AñB = <¡> y in¿ = { b }. 

Ambas relaciones establecidas en el Teorema 6 pueden extenderse, apli- 
cando el principio de inducción, a cualquier número finito de conjuntos. 

Son muy útiles los resultados que establece el próximo teorema, además 
de relacionar, en forma interesante, al interior y la clausura. 

Teorema 7. Para todo conjunto A de un espacio métrico cualquiera 
{E, d) se verifica: 

E^A = E-A, E-Á = E^A. 

Demostración. Tomando complementos a ambos miembros de las inclu- 
siones 

ACA, ACA 

sus sentidos se invierten y obtenemos 


E-ACE-Á, E-ÁCE-A; 


pero E — A es cerrado (Corolario 3') y E — Á es abierto (Teorema 3), de 
manera que, tomando interiores en la segunda inclusión y clausurando la 
primera, resulta; 

E^ACE-A, 

Por otra parte, tenemos 

E-ACE^A, 


E-ÁCE-A. (1) 


E-ACE-A, 


y tomando complemento en ambas, 


E- {E-A) C A, 


ACE- [E-A ) ; 


pero E— {E — A) es abierto y E — {E — A) es cerrado, o sea que si tomamos 
interiores en la primera inclusión y clausuramos la segunda, obtenemos 
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E-(E-A)CA, ACE-(E-A), 

y complementando de nuevo 


E-ACE-A, E-ACE-A 
las cuales, junto con (1), concluyen la demostración. 


2.5. FRONTERA Y BORDE 

Procedemos a definir un concepto de gran utilidad y que facilita nota- 
blemente la visión intuitiva de muchas situaciones. 

Sea A un conjunto cualquiera en un espacio métrico (E, d) . Llamamos 
frontera de A al conjunto 

¡3 (A) = An(E-A). 

Antes de aventurar interpretaciones intuitivas sobre esta nueva noción, con- 
viene listar un conjunto de propiedades de la frontera que se derivan de 
manera más o menos inmediata de la definición. 

F a ) ¡3 (A) es un conjunto cerrado. (Consecuencia del Corolario 1' y los 
Teoremas 4 y 3 de 2.4.) 

F 2 ) /3(A) — ¡3{E — A). 

F s ) Si j3(A) =/=■ <f>, las tres propiedades siguientes son equivalentes (Teo- 
rema 2 de 2.4) : 

a) xep(A), 

b) d{x,A) = d{x,E — A) =0, 

c) S HA =£=■ <j>, S D (E— A) para todo entorno S de x 
F 4 ) J3(A) = A — A. Aplicando el Teorema 7 de 2.4: 

ir l (E—~A) = AD(E-A) = A-A 

F 5 ) á = A U/3(T) . En efecto, ACA y ¡3 (A) Ci implican A U/3(A) CÁ. 
Por otra parte, por F 4 : 


A =* AU(A-A) = Allf3(A) CAU/3(A).. 
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F e ) A cerrado (==) [¡(A) CA. /3(A) CÁ como consecuencia de la de- 
finición de frontera, luego, si A es cerrado, entonces A = A. Recí- 
procamente si ¡8 (A) CA, entonces, por F 5 : Á = AU /3(A) = A. 

F r ) A abierto {=) AH [3 (A) = Si A es abiei'to, entonces A = Á, lo 
cual implica, por F 4l ACif3(A) — A(1 {Á — A) = <¡>. 

Recíprocamente, si AC]f3(A) — <j > , entonces An(Á — A) = <f>, lo cual 
implica ACA, es decir A — A y A es abierto. 

La frontera de un conjunto no vacío puede muy bien resultar vacía. Por 
ejemplo, sea (E, d) un espacio métrico discreto (Ejemplo 1 de 1.1) y tome- 
mos x £E. Se comprueba fácilmente que el conjunto { x } y su complemento 
son cerrados, lo cual implica 


{a} = (a), E-{x} = E-{x), 

de donde /?({*}) = cf>. Este mismo espacio descarta la posibilidad de que 
la superficie esférica sea siempre la frontera de la abierta y la cerrada del 
mismo centro y radio. En efecto, N(x; 1) = {x}, cuya frontera es vacía, 
como hemos visto. Sin embargo, S(x; 1) = E— {x}. 

La existencia de conjuntos de frontera vacía quedará dilucidada más 
adelante, cuando tratemos conectividad. 

Nótese que, en cualquier espacio métrico (E, d) : 

= •/>.- P{E) = <f>. 

También puede suceder que la frontera de un subconjunto propio del 
espacio sea todo el espacio. Por ejemplo, si Q es el conjunto de los números 
racionales en la recta real ¡3(Q) — R. 

A pesar de estos ejemplos patológicos, nos atrevemos a dar algunas inter- 
pretaciones intuitivas, con la poca confiabilidad que ellas merecen; pero 
contando con la benevolencia del lector. 

Podemos pensar que cualquier conjunto de un espacio métrico esta limi- 
tado (de su complemento) por una concha o cáscara que es su frontera. Lo 
que se encuentra dentro de la cáscara es el interior del conjunto ( F 4 ) ; y el 
conjunto con toda la cáscara es la clausura (F 5 ). Si el conjunto no incluye 
nada de la frontera es abierto ( F 7 ), y si la incluye toda es cerrado ( F r , ) . En 
caso de incluir sólo una parte de la concha, el conjunto no es abierto ni 
cerrado. 

Debemos insistir en que tales interpretaciones son excesivamente sim- 
plistas. El concepto de espacio métrico es de una extraordinaria generalidad 
e incluye una abrumadora variedad de espacios, algunos de los cuales son 
muy extraños, sucediendo en ellos cosas que desconciertan nuestra modesta 
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intuición que no pasa de R 3 . Por otra parte, aun en R' ¿ y hasta en la recta, 
pueden considerarse conjuntos tan complejos que desafían nuestro sentido 
común. 

Debe, pues, el lector tomar las interpretaciones intuitivas en esta teoría 
abstracta con toda la desconfianza que merecen y a guisa de mera orien- 
tación. 

Llamaremos borde de un conjunto A en un espacio métrico (E, d), a la 
parte de su frontera que le pertenece, es decir, al conjunto 

b(A) = Anp(A). 


Obtenemos de inmediato las siguientes propiedades: 


B t ) A cerrado {—) b(A ) = ¡3(A). (F e ), 

B 2 ) A abierto (=) b{A) = <¡>. (F 7 ), 

.B 3 ) b(A) — A — A. Aplicando F 4 : 

Anp(A) = AD(A-A) = Aí)An(E-A) = An(E-A) = A-A. 
B 4 ) b(E — A) = p{A) —b(A). (Se deja como ejercicio.) 


2.6. ABIERTOS Y CERRADOS EN UN SUBESPACIO 

Sea ( E , d) un espacio métrico y F un subconjunto no vacío de E. Por 
1.4 sabemos que F da origen a un espacio métrico (F,d) con respecto a la 
métrica inducida por d. 

Nos proponemos averiguar cómo son los conjuntos abiertos y cerrados 
en el subespacio (F, d) y qué relación guardan con los abiertos y cerra- 
dos en ( E , d ) , 

Antes que nada, conviene precisar cómo son las esferas abiertas en (F, d) , 
punto de partida para todo. Tomemos un a £F y un número real r > 0. De 
acuerdo a la definición dada en 2.1, una esfera abierta de centro a y radio r 
en (F, d) es el conjunto 


(x£F| d(a,x) < r); 

pero esto no es otra cosa que FDN(a; r ) , donde N(a; r) es la esfera abier- 
ta de centro a y radio r en {E, d) , Resulta, pues, que las esferas abiertas en 
(F, d) no son más que las intersecciones de las esferas abiertas en (E, d) 
con F. 
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Teorema 1. Un conjunto BCF es abierto en el subespacio (F, d) de 
(. E,d ) si y sólo si existe un conjunto A abierto en (E, d) , tal que 

B = AHF. 


Demostración. Supongamos que A es abierto en (E, d) y B = A(~)F. Si 
B = <£, es abierto en ( F d) . Consideremos que B=jA<j> y tomemos un x £B. 
Pero entonces .t £A y A es abierto en (E, d) , luego existe un r > 0 tal que 


pero esto implica 


N(x ; r ) CA, 


F(lN(x;r) CAnF = B. 


Es decir, existe una esfera abierta de centro x en ( F,d ) contenida en B y 
éste es abierto en ( F , d) . 

Recíprocamente, supongamos que B es abierto en ( F,d ). Luego, para 
cada x £ B, existe un número real r x > 0 tal que 


Pero esto implica que 


Fr\N(x; r x ) C.B. 


B = U [FfUV(*;r,)]. 

Z(B 


Por otra parte, empleando la propiedad distributiva de la intersección con 
respecto a la unión, tenemos: 

U [FflA^(x; r»)] = Ffl [UiV(x; r x )]. 

xeB xfB 

Pero el conjunto A = UN(x; r x ) es abierto en (E, d) , en virtud del Teo- 

xeB 

rema 3 de 2.2, siendo 

B = FñA. 

De manera, pues, que los abiertos en ( F , d) no son otros que las trazas de 
los abiertos en ( E,d ) con F. 

Pasemos a averiguar cómo son los cerrados en (F, d) . Antes recordare- 
mos la definición de cerrado en cualquier espacio métrico. El conjunto es 
cerrado si contiene todos aquellos puntos del espacio que son sus puntos de 
acumulación. Particularizando, decimos que el conjunto BCF es cerrado en 
(F, d) si todo punto de F, que sea de acumulación de B, pertenece a B. 
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Dicho de manera equivalente, B es cerrado en F si todo punto de acumula- 
ción de B que esté en F. pertenece a B. Nótese que esto no excluye la posi- 
bilidad de que existan en E puntos de acumulación de B que no pertenezcan 
a B ni a F. Por ejemplo, sean a < c < b en la recta real y F — ( a,b ), 
B = [a, c]. Es sencillo verificar que B es cerrado en F, y sin embargo, no 
contiene a su punto de acumulación a, el cual, por supuesto, no pertenece 
a F. 

Cabe destacar que F es siempre abierto y cerrado en (F, d) ; aunque no 
sea ninguno de los dos en ( E , d ) . 

Teorema 2. Un conjunto BGF es cerrado en el subespacio (F, d) de 
(. E , d ) si y sólo si existe un conjunto C cerrado en (E, d) , tal que 

B = CDF. 

Demostración. Supongamos que C es cerrado en {E, d) y que B = CflF. 
Entonces BGC, y tomando derivados a ambos miembros B' C C', pero C 
es cerrado, o sea, C'GC, de donde B'CC, 

luego 

FDB'GCCiF = B. 

Pero F fl B' es precisamente el conjunto de puntos de acumulación de B que 
están en F. 

Recíprocamente, supongamos que B es cerrado en [F, d) . Esto quiere 
decir que 

B'DFCB (1) 

Nótese, además, que 

BC\F — B, (2) 

ya que BGF. 

Ahora bien, el conjunto B es cerrado en (E, d) , y teniendo en cuenta 
(1) y (2), podemos escribir: 

BílF = (BUB') DF = (BDF) U (B'DF) = BU (B'DF) = B. 

Supongamos que F es abierto en ( E , d) ; luego todo conjunto B abierto 
en (F, d) es tal que B = ADF, siendo A abierto en ( E , d) , de acuerdo al 
Teorema 1 ; pero esto implica que B es abierto en (E, d) (Teorema 4 de 
2.2). 

Recíprocamente, si todo conjunto abierto en ( F , d) es abierto en (E, d), 
entonces F, que es abierto en (F, d), será abierto en ( E , d) . 
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En resumen : Es condición necesaria y suficiente para que todo conjunto 
abierto en (F, d) lo sea también en (E, d ) , que F sea un conjunto abierto 
en (E, d ) . 

Esta conclusión, así como el razonamiento que la precede, es válida, 
palabra por palabra, cambiando abierto por cerrado. 


2.7. CONJUNTOS DENSOS, 

FRONTERIZOS Y NADA-DENSOS 

Se dice que un conjunto A es un espacio métrico (E, d) es denso si 

A = E. 

El conjunto E es denso trivialmente; es, por cierto, el único conjunto 
cerrado y denso, ya que si A fuese denso y cerrado, entonces A — Á = E. 
Pero existen subconjuntos propios que son densos; por ejemplo, el conjunto 
<2 de los racionales en la recta real es denso y constituye el ejemplo clásico. 
Asimismo, el conjunto de los irracionales es también denso en R. 

Como aplicación directa del Teorema 2 de 2.4, podemos afirmar que las 
tres proposiciones siguientes son equivalentes: 

1. A es denso. 

2. yx£E:d(x,A) =0. 

3. S HA ^4 <f>, para todo conjunto abierto y no vacío S. Consecuencia 
de la simple observación de que todo punto del espacio es de adheren- 
cia de A. 

El lema siguiente proporciona ejemplos generales de conjuntos densos 
en cualquier espacio métrico y además nos será útil más adelante. 

Lema 1. Si A es un conjunto cualquiera en ( E,d ), 

(E-Á)UA, (E-A)UA 

son densos. 

Demostración. Aplicando el Teorema 6 de 2.4: 

E = (E-A) UiC (E — Á) U A = ( E-A ) L JA. 

Aplicando los Teoremas 7 y 6 de 2.4: 

E == (E-A) U A = (E—Á) L lAC(E ir A) U A = 


= (E-A) U A. 
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Decimos que el conjunto A del espacio métrico (E, d) es fronterizo, si su 
complemento E — A es denso. 

Decimos que A es nada-denso, si el complemento de su clausura E — Á 
es denso. 

Intuitivamente, podemos imaginarnos los fronterizos y nada-densos como 
los conjuntos “más flacos” del espacio, aquellos que “carecen de espesor”, las 
“láminas” y “alambres”. Veremos en seguida que se caracterizan por tener 
un interior vacío. En contraste, los conjuntos abiertos pueden verse como 
los genuinamente “gordos” : cada uno de sus puntos es centro de una esfera 
abierta que queda enteramente dentro del conjunto 

Procedemos a listar algunas propiedades de conjuntos fronterizos y nada- 
densos en un espacio cualquiera (E, d) que se derivan inmediatamente de 
sus definiciones: 

P x ) cf> es fronterizo y nada-denso. 

P 2 ) E no es fronterizo ni nada-denso. 

P 3 ) A es nada-denso {— ) Á es fronterizo. 

P 4 ) A es cerrado y fronterizo =) A es nada-denso. 

P 6 ) A es nada-denso =) A es fronterizo. 

En efecto: ACA implica E — ACE— A, de donde 


E — E — ÁCE — A, o sea E — A = E. 

Pe) A es fronterizo (—) A = <f>. 

En efecto: aplicando el Teorema 7 de 2.4, A fronterizo equivale a 
E = E^A = E-A, 
lo cual es equivalente a que A = <¡>. 

P 7 ) A es abierto y fronterizo =) A — <j>. 

Ya que, por P s , A = </>, pero A — A por ser abierto. 

P s ) A es nada-denso =) Á = <f>. 

Consecuencia directa de P 3 y P 6 . 

P 9 ) Si AC B y B es fronterizo o nada-denso, entonces A es fronterizo o 
nada-denso respectivamente. 
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En efecto: 

ACB=) ACB y ACB. 

A pesar del nombre, la frontera de un conjunto arbitrario no es 
siempre un conjunto fronterizo, o lo que es lo mismo, nada-denso, 
ya que la frontera es cerrada (P 4 ). Tenemos el caso del conjunto <2 
de los racionales en la recta real, cuya frontera /3(Q) = R eviden- 
temente no-fronterizo (P 2 ) • 

No obstante, podemos establecer lo siguiente: 

Teorema 1. Si A es un conjunto abierto o cerrado en un espacio (E, d ) , 
entonces [3 (A) es nada-denso. 

Demostración. Como ¡3 {A) es cerrado, basta demostrar que es fronterizo 
(P 4 ). Tenemos: 


E-p(A) = E-{Ar\{E-A)} = {E-A) U [E- ( E-A )]. 

Si A es abierto, E—A es cerrado (Corolario 3' de 2.4) y es igual a su clau- 
sura, por tanto 

E~p{A) = {E-A) U A, 

que es denso por el Lema 1. 

Si A es cerrado coincide con su clausura, y designando 

B = E-A 

obtenemos : 

E-/3(A) = BU ( E-B ), 

que también es denso por el Lema 1. 

Afortunadamente, el borde de todo conjunto es fronterizo. 

Teorema 2. Para todo conjunto A en un espacio (E,d), b{A ) es fron- 
terizo. 

Demostración. En virtud de la propiedad B 3 del borde de un conjunto 
(2.5) 


b(A) = A-A = AD(E-A). 
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Tomando complementos: 

E—b(A) = £-[ln(£-l)] = {E-A) Ul 

conjunto que es denso en virtud del Lema 1. 

Es importante conocer la naturaleza de un conjunto que es la unión de 
nada-densos. Veamos primero el caso de la unión de un número finito 
de éstos. 

Teorema 3. Si Ai, A 2 , ■ ■ ■, A„ son conjuntos nada-densos en un espacio 

n 

métrico ( E, d ), entonces U Ai es nada-denso. 

i=l 


Demostración. Basta con probar que si A y B son conjuntos nada-densos, 
A U B es nada-denso, ya que, por inducción, podemos extender el resultado 
a cualquier número finito. 

Designemos por 

C = AUB ; 

pero entonces 

CCÁÜB , 


y como 


(Teorema 6 de 2.4), 


lo cual implica 


AÜB = AUB 
CCÁUB 
CTl (E — B) el. 


Pero CD (E—B) es abierto y Á — <j) por ser nada-denso (Pg), luego 

en ( E-B ) = <¡>, 

de donde 

C CB; 

Pero también B = </> y C es abierto, entonces C — (j> y AU B es nada-denso 

(Ps). 
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Si los Ai constituyen una familia infinita y contable de nada-densos, 
nada puede asegurarse, en general, acerca de su unión, la cual puede no ser 
siquiera fronteriza. Para que lo sea se requiere una propiedad adicional 
del espacio (completitud) , y este resultado es el famoso teorema de Baire 
que veremos más adelante. 

Por ejemplo, sea el espacio métrico (Q, d ) , donde Q. es el conjunto de 
los números racionales y d es la métrica inducida por la de la recta real 
(ver 1.4). Es fácil comprobar que todo conjunto en ( Q , d) constituido por 
un solo punto es nada-denso; la familia de todos ellos es contable, por serlo 
Q, y su unión es Q, el cual no es fronterizo en (Q, d) ( P¿ ) . 

El lema siguiente es de carácter puramente auxiliar y nos servirá para 
demostrar el Teorema de Baire. 

Lema 2. A y B son conjuntos en un espacio (E, d), tales que B es nada- 
denso y A—B es fronterizo, entonces A es fronterizo. 

Demostración. Teniendo en cuenta que A — B es fronterizo y aplicando 
los Teoremas 6 y 7 de 2.4: 


E — E— (A—B) = E-[AH (E-B)] = (E-A) UB = 
= (E^—A) UB = (E-A) U B, 


lo cual implica que ÁCB , de donde ÁCB; pero B — <j> en virtud de P S ' 
Luego A = <¿> y A es fronterizo (P c ) . • 


EJERCICIOS 

1. Para cualquier par de puntos .y = (*,, x 2 , • • •, x n ) , y = (y u y 2 , • • y») 

en R n , definimos: 


(x,y) = 2 \xi~yi], 

i-1 

d 2 (x,y) = máx {lYj-yjl, |xi 2 -y 2 |, •••, |.r„-y„|}. 

a) Demostrar que d 1 y d 2 son métricas para R n . 

b) En los casos n — 2, n = 3, describir la representación geométrica 
de las esferas abiertas respecto a d 1 y d 2 . 
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2. Demostrar que un conjunto no vacío en un espacio métrico cualquiera 
es abierto si y sólo si es la unión de una familia de esferas abiertas. 

3. Sea A un conjunto no vacío de números reales y acotado superiormente. 
Designemos por A = sup A. Demostrar: 

\£A=)\<=A'. 

4. Demostrar que todo conjunto abierto y no vacío en R contiene números 
racionales e irracionales. 

5. Demostrar que todo conjunto cerrado en R es intersección en una 
familia contable de abiertos. 

6. Sea A un conjunto de números reales abierto, no vacío y acotado supe- 
rior e inferiormente. 

Designemos por a — inf A, p — sup A. 

Demuéstrese que a £ A, P f-A. 

7. Demostrar que, en R n , la clausura de una esfera abierta es la cerrada 
del mismo centro y radio y su frontera es la superficie esférica corres- 
pondiente. 

8. Si A y B son conjuntos en un espacio métrico (E, d) , demuéstrese que 

(AnB)'CA'nB', (AUB)' = A'UB'. 

Póngase un ejemplo en el cual la primera relación es una inclusión 
propia. 

9. A es abierto y B cualquiera en un espacio [E, d) . Demuéstrese que 


AnBCAHB, AnB = ADB. 

10. Si A es abierto y B cualquiera en un espacio (E, d), compruébese 


' AnB = <!>(=:) APiB = <!>. 

1 1 . Demostrar que, en un espacio métrico discreto, todo conjunto es abierto 
y cerrado a la vez. 

12. Demuéstrese directamente que d(x,A ) = 0 =) x pÁ. 
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13. En un espacio métrico (E, d) tomamos a££yr>0. Probar que 

{x£E | d{x¡a ) > r} es abierto y 
{x £E | d(x, a) > r} es cerrado. 

14. /I es un conjunto cualquiera, no vacío, en un espacio métrico ( E,d ). 
Demostrar las siguientes equivalencias: 

x£E^A(=)d(x,A) >0, 
x<=A(=)d(x,E-A) >0, 

(se supone que A^E). 

15. A y B son conjuntos no vacíos en (E, d) . Probar: 

d{A,B) = d{A,B). 

16. Verificar que para cualquier conjunto de A en ( E d) : 

A = yfU/?(¿). 

17. Probar que, si A y B son conjuntos cualesquiera en (E, d ) , 

/3(^U5) C/3(^) Uj?(£). 

Demostrar que si = <£, la inclusión se transforma en igualdad. 

Proporcionar un ejemplo en el cual la inclusión sea propia. 

18. Demuéstrese el Teorema 2 de 2.6 aplicando el Teorema 1 de 2.6 y el 
Teorema 3 de 2.4. 

19. Sea (F, d) un subespacio de [E, d) y ACE; designemos por Á F y Á F 
al interior y la clausura de A en (F, d) , respectivamente. Probar que 


A F = ( E-F-A ) n F, A F = ADF. 

20. Si A es un abierto y B es denso en (£, d ) , demostrar que 

ACÍB = Á. 

21. Si S es un conjunto en (F, d) , demuéstrese la equivalencia 


S denso (=) E—S = <£. 
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22. Demostrar que si S y T son abiertos y densos en ( E , d), entonces S fl T 
es también denso. 

(i Sugerencia : Apliqúese el Teorema 3 de 2.7.) 

23. Si A es un conjunto en ( E,d ), demuéstrese la doble implicación: 

A cerrado y fronterizo (=) ¡i {A) = A 

24. Proporcionar un ejemplo de conjunto fronterizo que no sea nada-denso. 

25. Dar un ejemplo de conjunto fronterizo y denso. 

26. Demostrar que si A y B son conjuntos en [E, d) , tales que A U B es 
denso y B es nada-denso, entonces A es denso. 

27. Proporcionar un ejemplo de una familia infinita y contable de conjuntos 
densos cuya intersección no sea densa. 

28. Demostrar que un conjunto A en ( E , d) es nada-denso si y sólo si para 
todo abierto B, existe un abierto S (ambos no vacíos) con S C.B y 
S fl A — <j>. 

29. Sean Ay B conjuntos en (E, d ) . Demostrar la implicación 


P(A) r¡J3{B) =<!>=) AUB = ÁUB. 

30. (F, d) es un subespacio de (E, d) y B es abierto en (F, d) . Demostrar 
la equivalencia 

B abierto en (E, d) (=) BC\b(F) = <j>. 

31. ( F , d) es un subespacio de (E, d) y B es cerrado en (F, d) . Demostrar 
la equivalencia 

B cerrado en (E, d) {=} BGF. 

32. A es un conjunto no vacío en un espacio (E, d) . Probar que 


A' = {x £_E \ x (¿A — {*}}. 



CAPITULO 


Conectividad 


3.1. CONJUNTOS CONEXOS 

La idea intuitiva que motiva el concepto de conjunto conexo es la de 
ser “de una sola pieza” que no está “constituido por dos partes separadas”. 
Tales conjuntos son de gran importancia por ser muy ricos en propiedades. 
Partiremos de la siguiente definición formal: 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico ( E , d ) . Decimos que 
los conjuntos S, T son una disconexión de A si son no vacíos, disjuntos, 
abiertos en el subespacio (A, d) y A = SUT. Si tales conjuntos existen de- 
cimos que A admite una disconexión. En general, si A admite una discone- 
xión, ésta puede no ser única. 

Decimos que el conjunto A es disconexo si admite alguna disconexión. 
Decimos que el conjunto A es conexo si no es disconexo, es decir, si no 
admite disconexión. 

Nótese que ú S y T son una disconexión de A, S y T son también cerra- 
dos en (A, d) . En efecto, como S Í)T — <¡>, entonces 

S — A — T, T — A—S, 

y aplicamos el Teorema 3 de 2.4. O sea que S y T son ambos abiertos y 
cerrados en ( A , d) . 
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Supongamos de nuevo que A es disconexo y que S y T son una discone- 
xión de A. S no es vacío y tampoco coincide con A, ya que T — A—S no 
es vacío; además, S es abierto y cerrado en ( A, d ). Recíprocamente, supon- 
gamos que existe un subconjunto propio (no vacío y no coincidente con A) 
S de A que es abierto y cerrado en (A, d) . Consideremos entonces T — A— S. 
T no es vacío porque S no coincide con A, y es abierto en (A, d) por ser S 
cerrado en (A, d) . Por otra parte, es evidente que 

SHT = <f> y A = SUT. 

De manera que S y T son una disconexión de A y éste es disconexo. 

En resumen, hemos demostrado que A es disconexo si y sólo si existe un 
subconjunto propio de A que es abierto y cerrado en (A, d) . 

Dicho de manera equivalente: A es conexo si y sólo si los únicos con- 
juntos abiertos y cerrados en (A, d) son el conjunto vacío <j> y A. 

Es muy fácil proporcionar ejemplos de conjuntos conexos y disconexos 
en un espacio métrico cualquiera. El caso más sencillo: un conjunto cons- 
tituido por un solo punto es siempre conexo trivialmente. Un conjunto 
constituido por dos esferas abiertas y disjuntas es siempre disconexo. Una 
esfera abierta no es, en general, un conjunto conexo, pero volveremos sobre 
esto más adelante. 

Decimos que el espacio métrico ( E,d ) es conexo (disconexo), si el con- 
junto E es conexo (disconexo). 

Por ejemplo, un espacio métrico discreto de más de un punto es siempre 
disconexo. Veremos más adelante que R, R n y, en general, todo espacio 
normado son espacios conexos. 

Veamos una sencilla caracterización de espacios conexos en términos de 
fronteras (2.5). Supongamos que A es un subconjunto propio en un espacio 
métrico ( E , d) y que [3{A) — <£. Entonces Á — A — d>, lo cual implica que 

A = Á = A, 

es decir, que A es abierto y cerrado en ( E,d ). O sea que E es disconexo, 
lo mismo que ( E , d ) . Recíprocamente, supongamos que [E, d) o, lo que es 
igual, E es disconexo. Existe entonces un subconjunto propio A de E abierto 
y cerrado, es decir, 


lo cual implica: 


A = A = A, 


P(A) = </>. 
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En res um en, un espacio métrico es conexo si y sólo si todo subconjunto 
propio tiene frontera no vacía. 

A propósito de fronteras, supongamos que un conjunto A intersecta a 
otro B y también al complemento de B. Es intuitivamente evidente que si 
A es “de una sola pieza” (conexo) , A intersectará forzosamente la “concha” 
(frontera) de B. Esto resulta ser cierto en cualquier espacio métrico, como 
se establece en el siguiente teorema de frecuente utilidad. 

Teorema 1. A y B son conjuntos en ( E , d) tales que A es conexo, 

ADB^4> y AD(E-B) 

entonces 

An¡3(B) =£ <¡> . 


Demostración. 

Supongamos que Anfi(B) = <t>; entonces, aplicando propiedades de la 
frontera (2.5), 

ADB= (A HB) U[An/3{B)] = An[BU¡3(B)\ = 

= ADB = AD[¿Uj8(fi)] = AC\B. 

Es decir, 

AC\B = ADB = ADB. 

O sea que AC\B^(¡> es abierto y cerrado en {A, d), en virtud de los teo- 
remas 1 y 2 de 2.6. Pero A es conexo, luego AC\B = A, de donde ACB, lo 
cual implica AD(E-B) = <]> que contradice la hipótesis. 

No podemos, pues, suponer que AD(3(B) = 4>. 


3.2. CLAUSURA Y UNION DE CONEXOS 

Nos proponemos determinar lo que sucede al clausurar o unir conjuntos 
conexos, si se preserva o no la conectividad. 

Teorema 1. Si A y B son conjuntos en ( E,d ) tales que A es conexo y 

AC.BC.Á, 

entonces B es conexo. 
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Demostración. Supongamos que S, T son conjuntos abiertos en (E, d) 
tales que 


(óTlZJ) U (TDB) y (íní)n(rflB) = </,. 

Gomo AC.B, tenemos: 

A = (ÓTl^) U (T C\ A) y (ÓTlT) fl (TOA) = tf>; 
pero vi es conexo y, por lo tanto, no admite disconexión, o sea que 

snA = $ 

(o bien Til A = <¡>, lo cual conduciría a resultados análogos). 

Si x £ÁC\S, entonces S es un entorno de x £ Á y aplicando el Teorema 
2 de 2.4, resultaría S HA ^ <j>. 

De manera que 

5TlJ = 4>; 

pero BCÁ, luego SílB — <¡> y B es conexo por no admitir disconexión 
alguna. • 

Corolario 1'. Si A es un conjunto conexo, entonces Á es conexo. 

Demostración. ACA CÁ y apliqúese el teorema anterior. # 

Es intuitivamente evidente que la unión de conjuntos conexos puede no 
ser conexa. Por ejemplo, la unión de dos conjuntos conexos y disjuntos pue- 
de, aunque no siempre (véase el Ejercicio 9) resultar disconexa. Sin em- 
bargo, si la intersección en la familia no es vacía, entonces la unión es 
conexa, pero podemos demostrar algo más general. 

Teorema 2. Sea F una familia de conjuntos conexos ( E,d ), Si existe un 
A 0 £F tal que yd £F, A Í1A„ 4>, entonces B — UA es conexo. 

A*F 

Demostración. Sean S y T conjuntos abiertos en ( E , d) tales que 
B= (SnB)U(TDB) y (S D£) fl (TD^) = c¡>. 

Tomemos un A £F cualquiera. Como ACB tenemos: 

A = (ótit) u(rni) y (srid) n(rnd) = 
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pero A es conexo y, por lo tanto, no admite disconexión, o sea que 

TC\A = <¡> 

(o bien ÓTlrí = <f> y las consecuencias serían análogas), de donde 


A = ÓTlrí (ó A = TOA) 


es decir, 


ACS (ó ACT). 


En particular, supongamos que 


rí 0 CS. 


Si para algún 


A<=F : ACT, 


entonces 


rínrí 0 c(óns) n{T<iB) = <¡>, 

lo cual contradice la hipótesis. De manera que 

y A£F : ACS 

lo cual implica BCS, es decir B = BCS, de donde BC\T = $ y B es co- 
nexo por no admitir disconexión. 


Corolario 2'. Si F es una familia de conjuntos conexos de (E, d) tal que 

n a 

A*F 


entonces U A es conexo. 

A‘F 

Si se trata de sólo dos conjuntos conexos A y B podemos obtener un 
resultado más general. En efecto, basta con que AOB o A fi B no sea vacío 
para que ACB sea conexo, aun cuando AC\B — <¡> (es el Ejercicio 9). 
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3.3. COMPONENTES DE UN CONJUNTO 

Un conjunto no vacío contiene siempre conjuntos conexos, por ejemplo, 
cualquier subconjunto constituido por un solo punto. Nos proponemos de- 
terminar los “máximos” conjuntos conexos contenidos en él. Estos se deno- 
minan componentes del conjunto y su número y “tamaño” nos darán una 
idea del grado en que dicho conjunto se aproxima a ser conexo. Visto de 
otra manera, nos proponemos descomponer un conjunto cualquiera en sus 
“máximas” partes de “una sola pieza”. 

Sea A un conjunto no vacío de una espacio métrico (E, d ) . Tomemos 
un x £ A y consideremos la familia de todos los conjuntos conexos conte- 
nidos en A y que contienen a x. Es evidente que esta familia no es vacía, 
ya que {x} pertenece a ella. Por otra parte, la intersección de todos sus 
miembros contiene a x y es, por tanto, no vacía. En virtud del Corolario 2' 
de 3.2, deducimos que la unión de todos los conjuntos de la familia es un 
conjunto conexo que indicamos por C(x) y lo llamamos componente de A. 
Es consecuencia inmediata de su construcción que C(x) es el “máximo” 
conjunto conexo contenido en A y que contiene a x. Es decir, si B es conexo, 
x£B y BCA, entonces B es miembro de la familia cuya unión es C(x), 
luego BCC(x). 

Puede muy bien suceder que C(x) = {x}. Por ejemplo, el conjunto Q 
de los números racionales como subconjunto de la recta real es tal que 
C(x) = {*}, V x£Q. 

Si yx(¿A, C(x) = {*}, decimos que A es totalmente disconexo. 

Llamamos componentes del espacio a los componentes del conjunto E. 
Asimismo, decimos que el espacio ( E , d) es totalmente disconexo si lo es 
el conjunto E. Por ejemplo, un espacio métrico discreto es totalmente dis- 
conexo. 

Si A es un conjunto no vacío de ( E,d ), es evidente que 

A = U C(x) . 

xtA. 


Por otra parte, los componentes de A son disjuntos dos a dos. En efecto, sean 
x, y £ A y supongamos que 


C(x) nC(y) ^<j>. 

Pero entonces, aplicando el Corolario 2' de 3.2, el conjunto 


C(x) U C{y) 
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es conexo y contiene a x; luego C(x) UC(y) CC(x) y, como siempre 
C(x) CC(x) UC(y) , resulta C(x) = C(x)UC(y). Pero esto último im- 
plica que C(y) CC(x). 

De manera totalmente análoga concluiríamos : 

C(x) CC(y) . O sea que C(x) — C(y). 

En resumen, hemos demostrado que dos componentes cualesquiera son 
disjuntos o coincidentes. 

Los componentes de A constituyen, pues, una partición de A: son dis- 
juntos dos a dos y la unión de todos ellos es A. Esta partición de A deter- 
mina una relación de equivalencia que designaremos por ■ sobre A, según 
la cual, si x ^ y, significa que x y y pertenecen al mismo compo- 

nente, es decir, que C{x ) = C(y). Las clases de equivalencia respecto a <— 
son precisamente los componentes. Nótese, sin embargo, que basta con que 
x, y estén contenidos ambos en algún conjunto conexo B, a su vez contenido 
en A, para que x y. En efecto, necesariamente Zí C C (x) , BC.C(y), lo 
cual implica que BCC(x) l~l C(y) , siendo B no vacío. Luego, por lo esta- 
blecido arriba, C(x) = C (y) ; de donde x • y. 

Como la unión de todos los componentes de A es igual a A, si existe 
sólo un componente C tendremos que A — C y, por lo tanto, A es conexo. 
Recíprocamente, si A es conexo, es inmediato que A = C(x), y x £ A; o 
sea que existe sólo un componente. 

En resumen, A es conexo si y sólo si admite un único componente. 

En particular, si aplicamos estas conclusiones al conjunto E, deducimos 
que el espacio ( E,d ) es conexo si y sólo si todo par de puntos está contenido 
en un conjunto conexo. En efecto, si E es conexo la afirmación es trivial 
ya que todo par de puntos está contenido en E. Recíprocamente, si y x, y £ E, 
existe un conexo que los contiene, entonces x ^ y, o sea que todos los puntos 
de E pertenecen a un mismo componente, lo cual nos dice que existe un 
solo componente y E es conexo. 

Por ejemplo, un espacio métrico en el cual toda esfera abierta es conexa, 
es conexo, ya que cualquier par de puntos del espacio siempre se puede 
encerrar en una esfera abierta. Tal es el caso de un espacio normado, como 
se verá más adelante. 

Teorema 1. Si A es un conjunto no vacío de ( E,d ) sus componentes son 
cerrados en el subespacio (A, d) . 

Demostración. Sea C un componente de T. Teniendo en cuenta que 


CC.A, 
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tenemos : 

cccnAcc, 


lo cual implica, en virtud del Teorema 1 de 3.2, siendo C conexo, que CHA 
es conexo; pero, como C es el máximo conjunto conexo que contiene cual- 
quiera de sus puntos, resulta 

C = COA. 

O sea que por el Teorema 2 de 2.6, C es cerrado en el subespacio (A, d) . 


En particular, los componentes del espacio son conjuntos cerrados. 

No es cierto, en general, que los componentes de A sean abiertos en 
(A, d) . Por ejemplo, hemos visto que los componentes de Q en la recta 
real son conjuntos constituidos por un solo punto, que no son abiertos en Q. 
Sin embargo, si el número de componentes de A es finito, ellos son también 
abiertos en ( A,d ) (apliqúese el Teorema 4 y el Corolario 3' de 2.4). 


3.4. ESPACIOS LOCALMENTE CONEXOS 

Decimos que un espacio métrico ( E , d) es localmente conexo si para 
todo punto x £E y todo entorno S de x, existe un entorno T de x tal que 
T CS y T es conexo. 

O sea que, si tenemos un entorno de un punto, siempre podemos hallar 
un entorno más pequeño que es un conjunto conexo. 

Los espacios localmente conexos son importantes por la riqueza de sus 
propiedades. 

Es necesario destacar que conectividad y conectividad local son con- 
ceptos independientes. Es decir, un espacio métrico puede ser conexo sin 
serlo localmente; así mismo puede ser localmente conexo sin ser conexo. 
Existen espacios que son ambas cosas y otros que no son ninguna de las dos. 

Por ejemplo, veremos más adelante que la recta real es un espacio conexo 
y localmente conexo, lo que, eventualmente, generalizaremos a todo espacio 
normado. Un espacio métrico discreto de más de un punto es localmente 
conexo pero no conexo. El espacio constituido por el conjunto de los nú- 
meros racionales con la métrica inducida por la de la recta real, no es conexo 
ni localmente conexo. Existen también espacios métricos conexos que no son 
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localmente conexos; pero su construcción es generalmente muy elaborada 
y exige conocimientos que no hemos desarrollado en este momento. 

El siguiente resultado es de frecuente utilidad. 

Teorema 1 . Si en ( E , d) toda esfera abierta es un conjunto conexo, en- 
tonces {E, d) es un espacio conexo y localmente conexo. 

Demostración. Sea x £E y S un entorno cualquiera de x. Como S es abier- 
to y a £S, existe un r > 0 tal que N (x ; r ) CS¡ pero N (x ; r) es un entorno 
de x y, por hipótesis, conexo. ( E , d) es pues localmente conexo. 

Para demostrar que E es conexo, tomemos un x 0 £ E cualquiera. Es 
inmediato que 

E = U N(x 0 ; ti), 

nsü 


donde N es el conjunto de los números naturales (excluimos el 0). Ahora 
bien, cada una de las N(x 0 ;n) es conexa y la intersección de todas ellas no 
es vacía, ya que x 0 está en todas. Concluimos que su unión, o sea E es conexo 
(Corolario 2' de 3.2). 

Existe una especie de recíproco de este teorema, pero no lo demostrare- 
mos aquí. 

Finalmente, caracterizamos los espacios localmente conexos en términos 
de componentes de conjuntos abiertos. 

Teorema 2. Un espacio métrico (E, d) es localmente conexo si y sólo si 
los componentes de todo conjunto abierto son abiertos. 

Demostración. Supongamos que los componentes de todo conjunto abiertos 
son abiertos. Sea x £ E y S un entorno cualquiera de x. Designemos por T al 
componente de S que contiene a x. Entonces T es conexo, TGS y T es un 
entorno de x por ser abierto en virtud de la hipótesis. O sea que (E, d ) 
es localmente conexo. 

Recíprocamente, supongamos que [E, d) es localmente conexo y sea A 
un conjunto abierto. Consideremos un componente C de A y demostremos 
que es abierto. 

Tomemos un x £C, de donde x £A y por ser A abierto, A es un entorno 
de x. Pero entonces existe un entorno conexo S de x tal que SCA, lo cual 
implica, por ser C un componente, que SGC. Ahora bien, C es evidente- 
mente la unión de todos estos conjuntos abiertos S correspondientes a cada 
uno de sus puntos. C es, pues, un conjunto abierto por ser la unión de 
abiertos. 
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En particular, para un espacio localmente conexo, los componentes del 
espacio son conjuntos abiertos y cerrados. Esto implica, de paso, que si 
el espacio es disconexo, cualquier componente y su complemento constituyen 
una disconexión. Lo mismo puede suceder si el espacio no es localmente 
conexo. 


3.5. CONECTIVIDAD EN LA RECTA REAL 

Por su particular importancia, nos proponemos caracterizar los conjuntos 
conexos en el espacio métrico constituido por el conjunto R de los números 
reales, junto con la métrica usual, inducida por el valor absoluto. La relación 
de orden total de que está provisto R juega un papel decisivo en descubrir 
la naturaleza de los conjuntos conexos. 

Antes que nada, conviene precisar el concepto de intervalo. Sea A un 
conjunto no vacío de números reales, decimos que A es un intervalo, si para 
todo par de puntos x, z £ A se cumple que para todo y £R con x < y < z, 
entonces y £ A. 

Expresado de manera equivalente, A es un intervalo si A contiene todos 
los puntos comprendidos entre cualquier par de sus puntos. 

Así pues, de acuerdo con esta definición R es un intervalo, lo mismo 
que un conjunto constituido por un solo punto. 

También son intervalos los siguientes conjuntos, con seguridad conoci- 
dos previamente como tales por el lector. La comprobación de que satisfacen 
nuestra definición es inmediata; en todo caso, a,b£R y a < ú: 

(a,b) = {x £R | a < x < b), 

( a,b ] = {x £R | a < x < b}, 

[a, b) = {x £R [ a < * < b}, 

[a,b] = {x£R j a < x < b). 

Si C £R, también son intervalos los conjuntos : 

(C, +oo) = {x£R | C < x), 

[C, + oo ) = {x £ R | C < x), 

(-00 ,C) = {x£R\x< C }, 

( — oo, C] = {x£/i|.v<C}. 

Preferimos no dar la interpretación intuitiva alguna a los símbolos + oo , 
— oo . Debe tomarse simplemente como parte del símbolo elegido para de- 
signar el conjunto definido a la derecha. 
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Geométricamente es claro que los cuatro primeros intervalos son segmen- 
tos de la recta en los cuales se incluyen o excluyen los extremos. En cuanto 
a los cuatro últimos, se trata de semirrectas desde C. 

Dejamos al lector la fácil tarea de comprobar que un intervalo es R 
o un conjunto constituido por un solo punto, o uno de los ocho tipos que 
definimos antes. Todo se reduce a considerar los casos en que está acotado 
superior o inferiormente. 

Estamos ahora en condiciones de demostrar el resultado fundamental. 

Teorema 1 . Los únicos conjuntos conexos en la recta real son los in- 
tervalos. 

Demostración. Primero debemos demostrar que todo intervalo 7 es conexo. 
Si 7 contiene sólo un punto, ya sabemos que es conexo. 

Supongamos que 7 contiene más de un punto y que es disconexo. Sea 
pues, I = S U '/’, donde S y T son abiertos en el subespacio 7, ambos no 
vacíos y áflT = <£. 

Tomemos x£S, z £ T; como necesariamente x =/= z, supongamos que 
x < z y consideremos el conjunto 


c — [x, z]nó\ 


x£C, o sea C </>. Por otra parte, C está acotado superiormente por z; 
sea pues 

y — sup C, 

entonces x < y < z, lo cual implica que y £ 7 por ser 7 un intervalo. 

Como consecuencia de la definición de extremo superior, y £ C. Pero 
CCS, de donde CC.S; o sea que y £S; pero entonces y£SC\I. 

Ahora bien, S es también cerrado en el subespacio 7, lo cual implica 
de manera fácilmente comprobable que 

ó 1 = sm. 

Tenemos pues que y £S. Luego, debe ser y < z; pero S es abierto en 7, 
entonces existe un r > 0 tal que 

{y — r,y + r) HlCLS. 


(Nótese que (y— r,y + r) fl7 = N(y; r) H7 es una esfera abierta en 7). 
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Tomemos un t £R tal que y < t < mín { z,y + r }. Entonces t £ ( y—r , 
}’ + r ) , y como y < t < z, resulta que t £ I . Tenemos pues que t £S, pero 
x < t < z, de donde t £ C. Esto contradice la definición de y. 

En definitiva, no podemos suponer que I sea disconexo. 

Recíprocamente, sea A un conjunto no vacío de números reales y conexo. 
Si A contiene sólo un punto es un intervalo. Supongamos que A contiene 
más de un punto. Tomemos x, z £ A con x < z y consideremos que para 
algún y £R tal que x < y < z sucede que y £A. 

Es muy sencillo comprobar que los conjuntos (— 00 , y) (y, + 00 ) son 
abiertos; entonces (— 00 , y) ti A, (y, + 00 ) íl A son abiertos en A y, lo que 
es más, constituyen una disconexión de A. En efecto, no son vacíos, ya que 
el primero contiene a x y el segundo a z\ su unión es claramente A y son 
disjuntos por serlo ( — 00 , y) , (y, + 00 ) . 

O sea que A resulta ser disconexo. Tenemos pues que para todo y £ R 
con x < y < z, necesariamente y £ A. A es entonces un intervalo. 

En particular, R es conexo; pero podemos establecer algo más poderoso. 

Corolario 1'. La recta real es un espacio conexo y localmente conexo. 

Demostración. Una esfera abierta es un intervalo y, en virtud del teorema 
anterior, un conjunto conexo. Se aplica entonces el Teorema 1 de 3.4. 

El Teorema 1, junto con su Corolario 1' nos permiten describir la es- 
tructura de los conjuntos abiertos de la recta real. Según el Ejercicio 2 del 
Capítulo II un conjunto abierto en cualquier espacio métrico es la unión 
de esferas abiertas, en este caso sería de intervalos abiertos; pero podemos 
decir mucho más como establece el siguiente resultado de particular interés. 

Teorema 2. Todo conjunto abierto y no vacío de la recta real es la unión 
en una familia contable de intervalos abiertos disjuntos dos a dos. 

Demostración. Sea A un conjunto abierto y no vacío de la recta real. 
Consideremos la familia de los componentes de A ; sabemos que éstos son dis- 
juntos dos a dos y que su unión es A. Por otra parte, como los componentes 
son conjuntos conexos, se trata de intervalos por el Teorema 1; pero en vir- 
tud del Corolario 1', la recta real es un espacio localmente conexo, o sea 
que por el Teorema 2 de 3.4, los componentes de A son abiertos, o sea pues, 
que son intervalos abiertos. 

Sólo falta demostrar que estos intervalos abiertos constituyen una familia 
F contable. 



EJERCICIOS 


79 


Cada I £F contiene infinitos números racionales. Elijamos uno de ellos 
r £ 7. Definamos entonces una función / : F — > Q, donde Q es el conjunto 
de los racionales, tal que V I £F : f(I) = r. Resulta que / es inyectiva; en 
efecto, tomemos 7, V £ F con 7 Esto implica que 7 n /' = </>, o sea que 
/ (7) F es, pues, contable. 


EJERCICIOS 

1 . Proporcionar un ejemplo que revele que el interior de un conjunto co- 
nexo no es, en general, conexo. 

2. A y B son conjuntos cerrados y no vacíos de un espacio ( E , d) . Demos- 
trar que si-dUTly-dnil son conexos, entonces A y B son conexos. 

3. A y B son conexos y A C B. Si C es abierto y cerrado en el subespacio 
B — A, demostrar que 4UC es conexo. 

4. Si A y B son conjuntos de ( E , d) tales que Ai) B = y AHB — <j>, se 
dice que A y B están separados. 

Demostrar que si A n B — <f> y son ambos abiertos o ambos cerrados, 
entonces están separados. 

5. Supóngase que A y B están separados. Demostrar: 

AUB abierto =) A y B son abiertos, 

AU B cerrado =) A y B son cerrados. 

6. Demostrar que si d(A,B) > 0, entonces A y B están separados. 
Proporcionar un ejemplo que revele que el recíproco no es, en general, 
cierto. 

7. Demostrar que un espacio ( E , d) es disconexo si y sólo si es la unión 
de dos conjuntos separados. 

8. Si A y B son conjuntos conexos de (E,d) y no están separados, demués- 
trese que ^4UZi es conexo. 

9. Si A y B son conjuntos conexos de (E, d) y Á C\B =/B <}>, demuéstrese que 
A U B es conexo. 
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10. Sean A 1} A 2 , ■■ ■,A„ conjuntos conexos y AiC\A i+1 =jA <¡> (i = 1,2, • • •, 

n 

n — 1). Demostrar que U Ai es conexo. 

1=1 

11. Demostrar que un espacio métrico discreto, de más de un punto, es 
totalmente disconexo y localmente conexo. 

12. Demostrar que el conjunto Q. de los números racionales es totalmente 
disconexo en la recta real. 

13. Sea A un conjunto conexo, abierto y cerrado en (E, d) . Demostrar que 
A es un componente de E. 

14. Sean A y B conjuntos conexos y AGB. Si C es un componente de 
B — A, demuéstrese que B — C es conexo. 

15. Sea C un componente de un conjunto abierto A de un espacio local- 
mente conexo (E,d). Probar que AC\j3(C) — <¡>. 

16. Sea C un componente de un conjunto A de un espacio localmente 
conexo ( E,d ). Demostrar: 

a) c = en i. 

b) p{C)CL(3{A). 

c) Si A es cerrado, entonces ¡3(C) = Cnp(A). 

17. Se dice que un espacio (E, d) es ¡encadenado , si para todo e > 0 y 
V x, y £E, existen puntos x 0 , x 1; ■ ■ - ,x„£E con x 0 = x, x n = y, tales 
que 

d(x i, x i+1 ) < e (para i = 0, 1, ■ • ., n— 1) . 

Demostrar que si (E, d) es conexo, entonces es encadenado. 

18. Demostrar que el conjunto de puntos de R 2 con, al menos, una coorde- 
nada irracional es conexo. 

19. Sea C un conjunto no vacío, cerrado y acotado superior e inferior- 
mente en la recta real. Probar que C es un intervalo cerrado o bien 
puede obtenerse de un intervalo cerrado removiendo una familia con- 
table de intervalos abiertos, disjuntos dos a dos, cuyos extremos están 
todos en C. 
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Sea {*„} una sucesión en (E,d) y e > 0 un número real cualquiera. 
Supongamos que x n — > x para algún x (¿E. De acuerdo con la definición, 
existe un v £N tal que Vn > v : x n £N(x; e ) es decir, 

y n > v : d(x n , x) < e. 

Recíprocamente, supongamos que, a cada g > 0 corresponde un v £N 
tal que 


y)i>v: d(x n , x) < e. 

Sea ó 1 un entorno de x; existe entonces un r > 0 tal que 

N(x;r) CS. 

Según la hipótesis, a r > 0 corresponde un tal que 

V» > v : d(x„, x) < r, 
o lo que es lo mismo x n dN(x; r) ; es decir, 

x n 6Ú 1 , V n >v y *„ -» x. 

En resumen, hemos deducido la siguiente definición equivalente : x n -> x 
si y sólo si a cada g > 0 corresponde un v £N tal que 

> v : d(AT„, x) < g. 

En adelante, emplearemos cualquiera de las dos definiciones según con- 
venga en las circunstancias. 

Si el espacio métrico en cuestión es un espacio normado con la métrica 
inducida por la norma (ejemplo 3 de 1.1), la segunda definición adopta la 
forma : x„ x si y sólo si a cada g > 0 corresponde un v £ N tal que 

V n>v: ||x»-*|| < e; 

ello incluye a la recta real como caso particular, donde la norma es el valor 
absoluto. 

Antes de proporcionar algunos ejemplos de sucesiones convergentes, con- 
viene establecer de una vez la unicidad del límite. 

Teorema 1. El límite de una sucesión convergente en un espacio métrico 


es único. 
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Demostración. Supongamos que x n — > x, x n — > y, x=£ y; es decir, ambos 
puntos x, y satisfacen la definición de límite de la sucesión {*„}. 

Aplicando el Lema 1 de 4.3, existen entornos £, T de x, y respectivamente, 
con S fl T = <j>. 

Al entorno S corresponde un v x £N tal que 


V« > V! : x„ £S; 


al entorno T corresponde un v 2 £ N tal que 

V n > v 2 : x„ £ T. 

Luego, si tomamos un m £N con m > máx {v,, v 2 }, es decir, no menor 
que v, ni v 2 , resulta que 


x m £SnT, 

lo cual contradice que SñT = <j>. 

No podemos pues suponer la existencia de más de un límite. 

Procedemos a considerar algunos ejemplos de sucesiones convergentes. 
Posiblemente el caso más sencillo es el de una sucesión semiconstante (o en 
particular, constante) { x n } en un espacio cualquiera (E, d) ; es decir, existe 
un punto x (¿E tal que x„ = x, yn > v, donde v es algún número natural. 
La comprobación de que x n -> x es trivial. 

Sea ahora (x n ) una sucesión en la recta real. Decimos que ésta es cre- 
ciente si y n £ N : x„ < y, análogamente, la llamamos decreciente si 
y n£N : x„> Xn+i- 

Lina sucesión se denomina monótona si es creciente o decreciente. 
Supongamos que {x n } es creciente y que su rango está acotado superior- 
mente. Sea x £ R el extremo superior del rango y e > 0 un número real 
cualquiera. Como x— e < x, x— e no puede ser cota superior del rango de la 
sucesión; debe, pues, existir un término x v con 

x — e < Xv < x. 

Dado que la sucesión es creciente, resulta que 


V n > v : Xv < x n < x ; 


o sea que 


Vn>v:i-E<í,<j; + (, 
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desigualdades que son equivalentes a: 

\x n -x\ < e. 


Tenemos entonces que x n — > x. 

Por otra parte, si { x n } es una sucesión decreciente cuyo rango está aco- 
tado inferiormente y x £ R es el extremo inferior de éste, se demuestra de 
manera totalmente análoga que x n — x. 

Las sucesiones monótonas en la recta real son particularmente impor- 
tantes, no sólo por su frecuente aparición, sino por la facilidad con que 
se establece la existencia del límite, según se vio anteriormente. 

El siguiente teorema, de gran utilidad, señala que un punto de acumu- 
lación de un conjunto es siempre el límite de sucesiones en el conjunto. 

Teorema 2. Si # es un punto de acumulación de un conjunto A en un 
espacio (E, d ) , existe una sucesión {x n } en A, cuyos términos son distintos 
dos a dos y x n — > x. 

Demostración. Como x es punto de acumulación de A, toda esfera abierta 
de centro a contendrá infinitos puntos (distintos de x) de A. Apoyándonos 
en esta afirmación procedemos a construir, por inducción, la requerida 
sucesión {r,} en i. 

Tomemos una sucesión de términos reales (r„) tal que r„ — > 0 y 
V n £ N : r n > 0. Por ejemplo, 

a*, i, 

la cual es decreciente y se comprueba fácilmente que converge a 0. 

Elegimos arbitrariamente un x, 0 £AC\N{x; r 0 ) . 

Supongamos que se han tomado ya los términos x<>, Xi , •••, x „-. 1) dis- 
tintos dos a dos y tales que 


Xi C\N(x; , para i = 0,1, • ■ ., n— 1. 

Elegimos ahora un x„ £AñN(x; r n ) con x„ =/= x¿, para i = 0,1, • • ., n— 1. 

Queda pues determinada, por inducción, una sucesión { x n } en A, cuyos 
términos son distintos dos a dos y, en virtud de su construcción, 

V n£N : d(x„,x) < r n . 

Dado e > 0, como r n —> 0, existe un v tal que \n > v : r n < e 
(se prescinde del valor absoluto, ya que r„ > 0) . Resulta entonces que 


Vn>» : d( x n ,x) < e, es decir, x n x. 
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Basta un ligero examen de la demostración del teorema precedente 
para percatarse de que, en general, existirán muchas sucesiones diferentes 
que cumplen los requisitos exigidos. Por otra parte, el recíproco es también 
cierto y se deja al lector. Aprovechamos el teorema para proporcionar, 
mediante sucesiones, una importante caracterización de los puntos de ad- 
herencia de un conjunto: son precisamente aquellos que son límite de 
sucesiones en el conjunto. 

Corolario 2'. Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico. 

x£Á si y sólo si existe una sucesión {x n } en A con x„ — > x. 

Demostración. Sabiendo que Á = A U A', supongamos que x £ A. Si a- £ A' 
el Teorema 2 nos asegura la existencia de una sucesión en A que conver- 
ge a a. 

Si a £A, basta con tomar la sucesión constante {a,,}, tal que \’n£A T : 
a„ = a, que está en A y x n — » a trivialmente. 

Recíprocamente, supongamos que {a„} es una sucesión en A con 
x„ — > x. Demostraremos que x £Á aplicando el Teorema 2 de 2.4: 

Sea S un entorno de x ; existe entonces un v £ N tal que V n ¿í v : 
x n £S. Pero, como la sucesión está en A, también x n £A, es decir, x n £ ó f) A . 
O sea SDA^rp y x £Á. 

Pasamos ahora a definir el importante y útil concepto de sucesión 
parcial de una dada. 

Sea {x n } una sucesión en un conjunto no vacío X. Si {y n } es otra 
sucesión en X, la idea, al decir que es parcial de la {x„}, es la de indicar 
que todos sus ténninos son términos de {x„}. Lo que sucede si adoptamos 
esa definición, es que caemos en casos muy triviales. Por ejemplo, la suce- 
sión constante { y n } tal que \¡n £N : y„ = a 3 , sería parcial de la {a,,}. 

Si pretendemos que el concepto sea fructífero debemos descartar tales 
casos imponiendo restricciones que los eviten. La manera de hacerlo es 
impedir que un mismo término x„ se tome más de una vez para constituir 
la sucesión parcial. Acogiendo esta idea obtenemos la definición satisfac- 
toria y precisa. 

Sea / : N — » X una sucesión y g : N —> N una inyección (función in- 
yectiva) . Decimos entonces que / o g : N — » X es una sucesión parcial de /. 

Empleando la notación acostumbrada, V n £N : f(n) = a„, resulta que, 
si designamos por {y n } a la sucesión parcial, V n £N : y n = (/ . g) ( n ) — 
f[g(n )] = x,j(n). O sea que, ciertamente, los y„ son todos términos de la 
{x„}. Por otra parte, si n m entonces g(n) ^Lg(m), por ser g inyectiva, 
de manera que y n , y m no son el mismo término de {x n }. 

Conviene notar que los y n puede que no aparezcan en el mismo orden 
relativo que tienen como términos de {x n }. 
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Podemos expresar la definición de manera equivalente: Se dice que 
la sucesión { y n j es parcial de la {*„}, si existe una inyección g : N — > N 
tal que Vn £N : y n = x s(n) . 

Obsérvese que, como no se exige que g sea sobreyectiva, pueden existir 
x n que no figuran en { y „ }. 

Es evidente que toda sucesión es parcial de sí misma. En ese caso la 
inyección g es la función idéntica (biyectiva) N — » N. 

Supongamos que {z„} es una sucesión parcial de (y n ), bajo una inyec- 
ción g 1 : N — » N, es decir, yn £N : z„ = y ffl(n) . Aceptemos también que 
{y„} es una sucesión parcial de {*„}, bajo una inyección g 2 : N->N, es 
decir, yn £N : y„ = x ff;¡(n) . Sabiendo que el compuesto de dos inyecciones 
es otra inyección y escribiendo y n € N : z n = y a ^ n) = x^g^ = x g ^ 

deducimos que {z n } es una sucesión parcial de {x„}. Podemos decir que la 
“parcialidad” es transitiva. 

Si suprimimos de {*,,} un conjunto arbitrario y finito de términos y 
conservamos los restantes en su mismo orden relativo obtenemos una su- 
cesión parcial de { x n }. (Véase el Ejercicio 1). 

Dada una sucesión {*„}, se dice que la {y n } proviene de ella mediante 
una reordenación de sus términos, si existe una biyección g : N -> N tal 
que V n£N :y n = 

Es evidente que { y „ } es una sucesión parcial de {*„}, ya que toda 
biyección es inyectiva. Por otra parte, esta definición traduce fielmente 
nuestra idea intuitiva de “reordenar” o “alterar el orden” de los términos 
de una sucesión. Nótese que también {.v„} proviene de {y„} mediante una 
reordenación de sus términos, ya que y n (¿N : x n = * íf¡r i (n)] = y r i (B) . 

Proporcionar ejemplos de sucesiones parciales de una dada equivale a 
construir inyecciones de N — > N. 

Cuando se trata de sucesiones en un espacio métrico, muchas de sus 
propiedades son heredadas por sus sucesiones parciales. Veremos en seguida 
que ello sucede con la convergencia, más aún, se conserva el mismo límite. 

Con objeto de facilitar la demostración del teorema que sigue, conviene 
hacer una observación evidente: Sea {z n } una sucesión en un espacio 
(E, d) y z£E, entonces 2 ,,— si y sólo si, para todo entorno S de z, el 
conjunto {n £N \ z n £S] es finito. 

Teorema 3. Si { x n } es una sucesión convergente en un espacio métrico, 
entonces toda sucesión parcial de ella converge al mismo límite. 

Demostración. Sea x — lím x n e { y n } una sucesión parcial de {x n } bajo 
una inyección g : N — >Ai, es decir, y n £N : y n = x gln) . 

Sea S un entorno cualquiera de x. Luego, el conjunto 

N s = {n£N\x n £S} . 



CAPITULO 


Compacidad 


4.1. CONJUNTOS ACOTADOS. DIAMETRO 

El lector conoce el concepto de conjunto de números reales acotado su- 
perior e inferiormente, pero tal noción está ligada a la relación de orden 
en R, y como un espacio métrico no está, en general, provisto de una rela- 
ción de orden, no podemos extender la idea directamente. No obstante, si 
pensamos en conjuntos del plano y del espacio, sin duda imaginamos, de 
manera intuitiva, lo que se pretende indicar al decir que el conjunto está 
acotado: cuando “no se extiende indefinidamente”, cuando se mantiene 
“dentro de ciertos límites”. Si tal es el caso, puede suponerse que las distan- 
cias entre los puntos del conjunto no exceden una cierta cantidad. Esta ob- 
servación nos conduce a la definición precisa, aplicable a cualquier espacio 
métrico. 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico (E, d) . Decimos que 
A es acotado, si existe algún número real k > 0 tal que 

V x, y £A : d(x,y) < k. 

Es consecuencia inmediata de esta definición que todo subconjunto no 
vacío de un conjunto acotado es también acotado. 

Veamos lo que significa este concepto en la recta real. 
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Sea A un conjunto no vacío de números reales y acotado según esta nueva 
definición. Existe, pues, un k > 0 tal que 

V x,y £A : d(x,y) = \x-y\ < k. 

Tomemos un *1 £A fijo; tenemos entonces 

y x £A : \x — *i| < k, 

pero esta desigualdad es equivalente a 


y x £A : Xi — k<x<.x 1 + k, 


es decir que A está acotado superior e inferiormente. 

Recíprocamente, supongamos que A es un conjunto no vacío de números 
reales y acotado superior e inferiormente. Si a es una cota inferior y b una 
cota superior, se tiene que 

A C [a, b], 

de donde 


lo cual implica 


y x,y£A : x,y£[a, b }, 


x-y\ < b — a; 


o sea que A está acotado según la nueva definición. 

En resumen, que un conjunto en la recta real sea acotado es equivalente 
a decir que está acotado superior e inferiormente. 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio (E, d) . De acuerdo con la 
definición, decir que A es acotado es equivalente a que el conjunto de nú- 
meros reales 


{d(x, y)}, para todo par x,y£A, 

está acotado superiormente. Tiene, pues, sentido considerar su extremo supe- 
rior, al cual designamos por 

8 (-4) = sup (d(*,y)} 

x, ye A 

y lo llamamos diámetro del conjunto A. Recíprocamente, si existe tal extremo 
superior, es decir si el conjunto A tiene diámetro, A está acotado. 
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Si el conjunto A no es acotado preferimos decir que carece de diámetro. 
Como la distancia entre dos puntos es siempre un número real mayor o 
igual que cero, resulta que 


8 (A) > 0. 

Si el conjunto A contiene sólo un punto, el conjunto {d(x, y) } está cons- 
tituido únicamente por 0, de donde 8(^4) =0. Recíprocamente, si A no es 
vacío y 8 (A ) = 0, entonces V x, y £ A : 0 < d (x, y) < 0, es decir, d (x, y) = 0, 
o sea que x = y, lo que indica que A está constituido por un solo punto. 

Conviene advertir que si A es acotado, pueden no existir puntos x, y £ A 
tales que d(x,y) = S(A) . Por ejemplo, es fácil comprobar que el diámetro 
del intervalo abierto (a, b) (para a < b) , en la recta real, es b — a, y sin 
embargo, la distancia entre cualquier par de puntos es siempre estrictamente 
menor que b — a. Existen, no obstante, ciertos conjuntos (compactos) para 
los cuales se pueden hallar tales puntos, como se verá más adelante. 

Será ya evidente al lector la interpretación intuitiva del concepto de 
diámetro. Es algo así como la “máxima” distancia que se puede “medir” 
dentro del conjunto. 

La alusión geométrica producida al poner el nombre de diámetro es 
evidente y sugestiva. 

Si A es acotado y B no es vacío, es consecuencia inmediata de la defini- 
ción de diámetro que 


BCA=)8(B) < 8 (A ) . 

Salta a la vista que la implicación contraria no es, en general, cierta. Con- 
sidérese, por ejemplo, el caso en que B contiene sólo un punto, el cual no 
pertenece a A. Por otra parte, la inclusión propia no necesariamente implica 
la desigualdad estricta. Es decir, B puede ser un subconjunto propio de A , 
y, sin embargo, darse el caso 3(5) =S(A). Considérese el ejemplo B= ( a , b ), 
A — [a, ó] en la recta real o, más espectacularmente, B constituido sola- 
mente por los puntos a y b. 

s ^ ea a hora N(a ; r) una esfera abierta cualquiera en un espacio métrico 
{E,d) . Tenemos 


Vx,y£N{a;r) : d{x,y) <d(x,a) +d(y,a) <2 r. 

Resulta pues, que la esfera abierta es un conjunto acotado y su diámetro 

S(N(a; r ) ) < 2r. 
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Procediendo de manera idéntica, deducimos que la esfera cerrada N{a;r ) 
y la superficie esférica S(a; r) son también acotadas y el diámetro de cada 
una no excede 2 r. 

Por chocante que sea a la intuición, no podemos asegurar que, en gene- 
ral, el diámetro de una esfera abierta (o la cerrada o la superficie esférica) 
sea igual a dos veces su radio. Si, por ejemplo ( E, d ) es un espacio métrico 
discreto y adE, la esfera N (a; 1) contiene sólo a y su diámetro es, por 
tanto, cero. 

En todo espacio normado, por el contrario, el diámetro de una esfera es 
siempre igual a dos veces su radio (Ejercicio 3). 

El teorema siguiente, cuya interpretación intuitiva hace parecerlo obvio, 
es de muy frecuente utilidad. 

Teorema 1. Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico ( E , d ) . A 
es acotado si y sólo si está contenido en una esfera abierta cuyo centro puede 
ser cualquier punto del espacio. 

Demostración. Si A está contenido en una esfera abierta entonces A es 
acotado por ser subconjunto de un conjunto acotado. 

Recíprocamente, supongamos que A es acotado y sea S(A) su diámetro. 
Tomemos un punto cualquiera a£E y construyamos una esfera abierta de 
centro a y que contenga A. En efecto, como A no es vacío, elegimos arbitra- 
riamente un Xi£A y con radio r = d(a,x t ) + 8 (A) + 1, consideramos la 
esfera abierta N (a; r) . Tenemos 

V x, y d A : d(x, a) < d(a, x-¡) +</(*;*,) < d(a, x, ) + 8 (A) < 

< d(a,xi) + 8(ri) + 1, es decir .v £N (a; r) . 

También el siguiente resultado es intuitivamente evidente y será de apre- 
ciable utilidad. 

Lema 1. Si A es un conjunto acotado en ( E,d ), entonces 

8(¿) = »M). 

Demostración. Tomemos un número real e > 0 arbitrario. 

Para x,ydÁ cualesquiera, en virtud del Teorema 2 de 2.4, existen pun- 
tos p,q d A tales que 


¿€iV(*; E / 2 ), qdN(y;%). 
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Entonces 

d(x,y) <d{x,p) + d(y,p) <d{x,p ) + d(y,q) + d{p,q ) < §{A) + e. 
De esta desigualdad se deduce que Á es acotado y que 

8 (A) < 8(yl) + e; 

pero, como e es arbitrario 

8 (Á) < 8(ri) . (1) 

Por otra parte, de ACÁ y sabiendo que Á es acotado, obtenemos: 

S(¿) < *(¿), 

lo cual, junto con ( 1 ) demuestra el lema. • 

Corolario 1'. Un conjunto es acotado si y sólo si es acotada su clausura. 

Lamentablemente, no existe relación entre un conjunto y su interior en 
cuanto a sus diámetros o el mismo hecho de ser acotado. (Ejercicios 2 y 4.) 


4.2. CONJUNTOS PRECOMPACTOS Y SEPARABLES 

Un concepto nuevo, de gran importancia y utilidad, es el de conjunto 
precompacto. Es una propiedad algo más restrictiva que la de ser acotado, 
como veremos en seguida. Su motivación e interpretación intuitivas no son 
claras y antes que correr el riesgo de confundir en lugar de aclarar, prefe- 
rimos abstenernos de hacer especulaciones. Procedemos, pues, a la definición 
precisa y formal directamente. 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio (E, d ) . 

Decimos que A es precompacto si a cualquier número real e > 0 corres- 
ponde un conjunto finito de puntos Xi, x 2 , x n £ A tales que 

JC LJ N{x k ;e). 

fe i 


Se observa de inmediato que si A es finito, entonces A es precompacto: 
basta con tomar a todos los puntos de A como centros de las esferas. El recí- 
proco es también cierto en un espacio métrico discreto (Ejercicio 5), pero 
no en cualquier espacio; por ejemplo, no es difícil comprobar que un inter- 
valo acotado de infinitos puntos en la recta real es precompacto. 
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Teorema 1. En un espacio métrico cualquiera, todo conjunto precom- 
pacto es acotado. 

Demostración. Sea A un conjunto precompacto en un espacio (E, d) . To- 
mando e = 1, existe un conjunto finito de puntos x ls x 2 , ■■■, x n £ A tales que 

ACU N(x k ; 1 ) . (1) 

k= 1 

Sea h el máximo de todas las distancias d(x x¡) , para i= 1,. . • ,n , j= 1,. • - ,n. 
Tomemos ahora x, y £A cualesquiera. En virtud de (1) 

x£N(x i ; 1 ) , 1); 

luego 


d ( x , y ) <d(x,x¡.) + d ( y , Xi ) < d(x, x¡) + d ( y,Xj ) + d(xi,x¡), 
o sea que 

d ( x , y ) <2 + h 


y A es acotado. 

El recíproco de este teorema no es, en general, cierto. 

Sea, por ejemplo, ( E , d ) un espacio métrico discreto de infinitos puntos. 
El conjunto E es acotado, de hecho S ( E ) — 1 ; pero no es precompacto por 
ser infinito (Ejercicio 5). No obstante, veremos mucho más adelante que 
en un espacio normado de dimensión finita (y sólo en tales espacios nor- 
mados) todo conjunto acotado es precompacto. Ello sucede, en particular; 
en la recta real y en R n . 

El siguiente resultado es de frecuente utilidad. 

Teorema 2. Si A es un conjunto precompacto de un espacio ( E,d ), todo 
subconjunto no vacío de A es precompacto. 

Demostración. Sea B un conjunto no vacío con BCA y demostremos que 
B es precompacto. 

Dado s > 0, existe un conjunto finito de puntos z,,z 2 , ■■•,z p £A tales 
que 

-fe u N{z k -, e h ); 

7c=l 
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de donde 


BC U N(z k ;°¡ 2 ) 

fc=l 

para un n < p, luego de haber desechado las esferas que no contienen puntos 
de B y haber reordenado las z¡¡ si es preciso. 

Por cada k — 1, • • ■, n tomemos un punto 

x k £BnN{z k ;*U) 

y consideremos la esfera abierta N(x k ; e) . 

Luego, 

V y£N(z k -, s l 2 ): 

d(y,x k ) < d(y,z k ) + d(x k ,z k ) < e, 

es decir 


o sea 


para cada 


De allí que 


y<=N(x k ;e), 
N(z k ; e / 2 ) CN(x k ; e) 
k — 1,2, • n. 


n 


BC U N(xy,E) 

h=i 


para x lt x 2 , ■ ■ ■ , x n B y B es precompacto. 


Conviene hacer del conocimiento del lector que en la literatura mate- 
mática se emplea con frecuencia el nombre de conjunto “totalmente aco- 
tado” en lugar de precompacto. Hemos preferido este último por ser más 
breve. 

Pasamos a definir el concepto de separabilidad. Esta es una propiedad 
de considerable impórtancia en topología general; pero en nuestro caso es de 
un carácter puramente auxiliar en nuestro estudio de compacidad. De la 
única propiedad de conjuntos separables que haremos uso es la establecida 
en el Teorema 3. 
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Algunas de las muchas e interesantes propiedades de separabilidad pue- 
den verse en los ejercicios al final de este capítulo. 

Se dice que un conjunto no vacío A de un espacio métrico (E, d) es 
separable si existe un conjunto contable S con SCA, tal que ACS. 

Se deduce de inmediato que A = S. 

Se dice que el espacio ( E , d) es separable, si el conjunto E es separable. 
En este caso la definición se reduce a que existe un conjunto denso y con- 
table. 

La recta real es el ejemplo clásico de espacio separable, ya que el conjunto 
Q de los números racionales es denso y contable. 

Es evidente que todo conjunto contable (lo cual incluye los finitos) es 
separable. 

Sea A un conjunto del espacio métrico (E, d) . Una familia F de con- 
juntos de (E, d) tal que 

AC U B 

B'F 


recibe el nombre de cobertura de A ; se dice también que F cubre a A. Una 
subcobertura de F es una subfamilia de F que también cubre a A. 

Decimos que F es una cobertura abierta de A, si F cubre a A y todos 
los conjuntos de F son abiertos. 

Las coberturas abiertas juegan un papel importante en topología, espe- 
cialmente en lo relativo a compacidad, como se verá más adelante. 

El siguiente resultado establece una propiedad de conjuntos separables 
relacionada con coberturas y de la cual haremos uso. 

Teorema 3. Si A es un conjunto separable de [E, d) , toda cobertura 
abierta de A admite una subcobertura contable. 

Demostración. Sea F una cobertura abierta de A. 

Como A es separable, existe un conjunto contable S tal que 


Designemos 


SCA y ACS. 

S = { x j, x 2 , • • • }. 


Sea G la familia contable de todas las esferas abiertas de la forma 
N(x n ; Vm) , para x n £S y m > 1 es un número natural. 

Designemos G — (Ah, N 2 , ...}. 

Tomemos un N}¡ £G. Si existe alguno o algunos B £F con N k CB, selec- 
cionamos uno de ellos y lo llamamos B k . Construimos de esta manera una 
subfamilia contable F t de F : = {B u B 2 , ■ ■ •}. 
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Demostremos que F t cubre a A. 

Tomemos un x £A. Como F es una cobertura de A, existe algún B £F 
con x £B; pero como B es abierto, existe un r > 0 tal que 

N(x; r) C.B. 

Elijamos un número natural m > 1 con 

0 < V» < % 

Ahora bien, x £S, ya que A C S, y esto implica en virtud del Teorema 2 
de 2.4, teniendo en cuenta que N(x; 1 / m ) es un entorno de x, que existe 
algún x n £S con x„ £N(x; 1 / m ) ; pero entonces 

d(x n , x) < 1 l m , es decir x £N (x n ; 1 ¡ m ) ■ 

Por otra parte, si 

y €A^(x„; 1 ¡m) 

d{x,y) < d{x,x n ) + d{y,x n ) < 2 / m < r, 

o sea 

y£N(x; r), 

es decir 

N(x„; 1 / m ) CN(x; r). 

entonces 

N(x n ; Vm) CB; 

pero, sabiendo que 

N (x n ; 1 / m ) £G, 

la construcción de F t nos dice que 

Vm) CL\ para B k £F\. 

00 

De allí que a £ B k , es decir A C U B k y Fi constituye una subcobertura 

le=i 


contable de F. 
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Interesa a nuestros propósitos establecer que los conjuntos precompactos 
poseen la propiedad enunciada en el teorema anterior. Ello se debe a que 
todo conjunto precompacto es separable, hecho importante por sí mismo. 

Teorema 4. En un espacio métrico todo conjunto precompacto es sepa- 
rable. 

Demostración. Sea A un conjunto precompacto de un espacio (E, d) . 
Para todo número natural m > 1 existe un conjunto finito de puntos 

Xm , lj Xm,l 2? * ' * 5 Xm,n £A 

tales que 

ACU N{x mA -'¡ m ) 

i=l 

(evidentemente que, en general, n depende de m ) . 

Sea S el conjunto contable de todos los x m¡ ¡ para todo número natural 
m > 1. Tenemos que S CA y, si demostramos que ACS, entonces A es 
separable. 

Haremos uso del Teorema 2 de 2.4. 

Tomemos un cualquiera y sea e > 0 un número real. Elijamos 

un número natural m tal que 

0 < V» < 

En virtud de la definición de S , existe un x„,j £S con x £N 1 / m ) , 
es decir, d(x,x,„.i) < 1 / m < e; pero como s > 0 es arbitrario, esto implica 
que 

d(x, i S) = 0, 

de donde x £S. O sea que A CS. 

El recíproco de este teorema no es, en general, cierto, ya que un conjunto 
separable puede no ser acotado, en cuyo caso deja de ser precompacto por 
el Teorema 1. Ejemplo de esto es el conjunto R en la recta real. 


4.3. CONJUNTOS COMPACTOS 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico. 

Decimos que A es compacto si toda cobertura abierta de A admite una 
subcobertura finita. 
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Es difícil interpretar intuitivamente el concepto de conjunto compacto 
o motivar su definición. No obstante, puede decirse que se trata de una 
generalización topológica de conjunto finito. En efecto, todo conjunto finito 
es compacto, como se comprueba de inmediato, y a pesar de que ciertamente 
existen conjuntos compactos infinitos, veremos que sus propiedades topoló- 
gicas los hacen muy semejantes a los finitos. 

Históricamente, la idea de conjunto compacto tuvo su origen en el 
famoso teorema de Heine-Borel, en el espacio R n , el cual veremos en el capí- 
tulo siguiente. Allí se establece que todo conjunto cerrado y acotado posee 
la propiedad que hemos adoptado para definir compacto. Ocurrió, pues, 
darle nombre propio a tales conjuntos y considerarlos en cualquier espacio. 

La importancia de los conjuntos compactos en topología métrica o general 
es fundamental. La riqueza de sus propiedades y facilidad de su manejo los 
hace desempeñar un papel primordial. 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico. 

Decimos que A posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass, si todo sub- 
conjunto infinito T de A admite un punto de acumulación en A, es decir, 
T' (1A =¡A Para abreviar, a tales conjuntos los llamaremos BW . 

Si A es un conjunto finito, es BW, En efecto, ¿qué subconjunto infinito 
de A no admite puntos de acumulación en A ? 

Nuestro propósito en lo que sigue es el de descubrir las propiedades 
fundamentales de los conjuntos compactos. Entre ellos se destaca que com- 
pacidad y BW son la misma cosa en un espacio métrico. 

Finalmente y para hacer que la definición de compacto aparezca menos 
rebuscada, observemos que en el Teorema 3 de 4.2 se estableció que toda 
cobertura abierta de un conjunto separable admite una subcobertura con- 
table. Más aún, el recíproco es también cierto (véase el Ejercicio 9) ; o sea 
que tal propiedad caracteriza a los conjuntos separables en un espacio mé- 
trico y ha podido adoptarse como definición de éstos. Esta consideración 
conduce, de manera natural, a definir conjuntos para los cuales toda cober- 
tura abierta se reduce una subcobertura finita. 

El lema siguiente establece una sencilla propiedad, obvia desde un punto 
de vista intuitivo, pero de utilidad muy frecuente en este y otros capítulos. 

Lema 1. Si x, y son puntos de un espacio ( E,d ), tales que x=f=y, existe 
un entorno S de x y un entorno T de y con S (1 T = 

Demostración. Nótese que, como x^y, d{x,y) > 0. Sea entonces 

r = id(x,y) 

y consideremos las esferas abiertas 
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S = N(x;r), T = N(y;r), 

que son entornos de x y y, respectivamente. 

Para demostrar que SC\T = <¡>. basta con tomar z £S genérico y probar 
que z £T. 

En efecto: 

2 r — d(x,y) < d(z,x) + d(z, y) < r + d(z,y), 
de donde d(z,y) > r, es decir z £T. 

El teorema que sigue, si se compara con el lema precedente, asemeja un 
conjunto compacto a un punto, lo cual refuerza lo que para nosotros sugiere 
el vocablo “compacto”. 

Teorema 1. Sea A un conjunto compacto y a un punto, ambos en un es- 
pacio métrico. Si x £ A, existe un entorno S de x y un conjunto abierto T 
con ACT tales que Sf)T — <¡>. 

Demostración. Si y £A, necesariamente x ^ y, ya que x £A. 

De acuerdo con el lema precedente, existe un entorno S(y) de a y un 
entorno T(y) de y con S(y) HT(y) = <£. 

La familia de entornos T{y) para todo y £A es una cobertura abierta 
de A. Como éste es compacto, existe una cobertura finita 

{T(y 1 ),T(y 2 ),... 1 T(y n )}. 

Estos entornos se corresponden con entornos de x {ó'(yi) , S(y 2 ) , ■ ■ ■ , 
S (y n ) }, tales que S(y k ) nTjys) = <j> para k— 1,2, •• •,«. 

Designemos 

5 = n S( y¡c ), T= U T(yfc). 

lc—1 k=i 

En virtud de los teoremas 3 y 4 de 2.2, S es un entorno de x y T es un 
conjunto abierto. 

Tenemos que AC.T. 

Para probar que S fl T = <¡>, basta con tomar un z £T genérico y com- 
probar que z (£>S. En efecto, z C.T(y k ) para algún k — 1, • • •, n; pero como 
S(y¡i) n T(y k ) = 4 > , z£S(yjc), lo cual implica que z£S. 

Corolario l r . Todo conjunto compacto en un espacio métrico es cerrado. 
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Demostración. Sea A un conjunto compacto en ( E,d ). Si A = E, sabe- 
mos que A es cerrado. Supongamos que A es subconjunto propio de £ y 
tomemos un x (.A, es decir x £ E—A . 

Aplicando el teorema anterior, existe un entorno S de x y un conjunto 
abierto T con ACT tales que SDT = <j>. Pero entonces ÓTlA = <¡>, lo cual 
implica, por el Teorema 2 de 2.4, que x £Á. 

Hemos demostrado que (E — A)nA = <f>; de donde ACA, es decir 
A — A. A es pues cerrado. 

Veremos luego que el recíproco no es cierto en general. 

Teorema 2. Todo conjunto compacto en un espacio métrico es precom- 
pacto. 

Demostración. Sea A compacto y e > 0 un número real. 

La familia de esferas abiertas N(x;e) para todo x£A es, evidentemente, 
una cobertura abierta de A. 

Existe entonces una subcobertura finita. 

{V(au,£),V(x2,£), ' ' ’ * N ( Xn , c) } j 

es decir 


n 

A C U N(x i ;e), donde x u Xz, ■ ■ •, x n £A. 

i=i 

Corolario 2'. Todo conjunto compacto en un espacio métrico es aco- 
tado. 

Demostración. Aplicamos el teorema anterior junto con el Teorema 1 
de 4.2. 

Vemos ahora que un conjunto cerrado no es necesariamente compacto, 
ya que puede no ser acotado. Análogamente, un conjunto acotado o pre- 
compacto no es, en general, compacto, ya que puede no ser cerrado. 

Más grave aún, un conjunto cerrado y acotado tampoco es, en general, 
compacto. Sea, por ejemplo, (£, d) un espacio métrico discreto de infinitos 
puntos. El conjunto E es cerrado y acotado, pero no compacto por no ser 
precompacto (véase el Ejercicio 5). No obstante, en el capítulo siguiente 
demostraremos que todo conjunto cerrado y acotado en R n es compacto 
(Heine-Borel), y más adelante veremos que esa propiedad caracteriza a los 
espacios normados de dimensión finita. 4 al resultado nos indica que, en 
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un espacio normado de dimensión infinita, ha de existir algún conjunto 
cerrado y acotado que no es compacto. 

Si examinamos el contra-ejemplo dado arriba sobre el espacio discreto, 
notamos que el conjunto cerrado y acotado deja de ser compacto por no 
ser precompacto. Cabe preguntarse si, quizá, un conjunto precompacto y 
cerrado es siempre compacto. Lamentablemente, esto tampoco es cierto, en 
general. Veremos, sin embargo, en el capítulo siguiente, que la respuesta 
es afirmativa en espacios métricos completos y, lo que es más, los caracteriza. 

La muestra de un ejemplo de conjunto precompacto y cerrado que no 
sea compacto, preferimos dejarla para el próximo capítulo, donde podremos 
hacerlo con toda facilidad. 

Emprendemos ahora la tarea de demostrar la equivalencia entre conjun- 
tos compactos y BW. Comenzamos con el lema siguiente, de carácter pura- 
mente auxiliar. 

Lerna 2. Todo conjunto BW en un espacio métrico es precompacto. 

Demostración. Sea A un conjunto BW en un espacio ( E,d ). 

Supongamos que A no es precompacto. Debe entonces existir algún 
número real e.i > 0 tal que no existe secuencia finita de puntos de A, de 
forma que las esferas abiertas de centro esos puntos y radio E! cubre A, 
Esto nos permite construir una sucesión infinita de puntos de A que 
designaremos T — {x t , x¡¡, ■ ■ ■ } de la siguiente manera: 

Tomamos arbitrariamente a - ! £ A. En virtud de nuestra hipótesis, A no 
puede estar contenido en N (x i; ¡n) ; elegimos entonces x 2 (¿A — N(xi; ei) . 
Suponiendo construidos x 1} x 2 , • • • , A - n _i, notamos que A no puede estar con- 

n-l n-1 

tenido en U1 V(a:í; ej) y tomamos x n £A— UN(xi; £ t ) . 

i - 1 4=1 

Hemos formado así, por inducción, al conjunto infinito T con TOA. 
En virtud de su construcción posee la propiedad: 

V Xi, Xj 6 T, i ^ d(x¡,Xj) > £ t . ( 1 ) 

Dado que A es BW, existe un punto x £A que es de acumulación de T. 
Ello implica que el entorno N(x; £l /o) de x contiene infinitos puntos de T y 
podemos tomar x\, x¡ £ TC\N(x; £l / 2 ) con i=£j; entonces 

d(x i,x¡) < d[xi,x) + d(Xj,x) < Ei, 

lo cual contradice ( 1 ) . 


A debe ser precompacto. 
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Teorema 3. En un espacio métrico un conjunto es compacto si y sólo si 
es BW. 

Demostración. Sea A un conjunto compacto. Si A no es BW, existe un 
conjunto infinito T con TCA, y tal que T'C\A = Esto implica que para 
cada x £A, x (¡LT', o sea que existe un entorno S(x) de x tal que 7’n > S'(.v) 
es vacio o contiene sólo a x, si x (¿T. 

Es evidente que la familia de tales entornos S(x) para todo x £A es una 
cobertura abierta de A, y como éste es compacto, admite una subcobertura 
finita : 

n 

AC U S{x.i), 

i=l 


pero entonces TC U S(xí). Teniendo en cuenta que, por construcción, 
Í= 1 

cada .S'(.Xj) contiene, a lo más un punto de T (si x\ £T), la última inclusión 
indica que T no contiene más de n puntos, contradiciendo la infinitud 
de T. 

Recíprocamente, supongamos que A es BW y sea F una cobertura abier- 
ta de A. 

En virtud del Lema 2, A es precompacto y, por el Teorema 4 de 4.2, 
A es separable. Aplicando entonces el Teorema 3 de 4.2, existe una sub- 
familia contable F 1 de F que también cubre A. 

Designemos F x = (Bi, B 2 , ■ ■ ■ }. 

n 

Supongamos ahora que para todo número natural n > 1, A<Jl U B¡, y 

i - 1 

veamos que nos conduce a una contradicción. En efecto, tal suposición nos 
permite construir un conjunto infinito T — {x-¡, x, 2 , •••} con TCA, de la 
siguiente manera: 

Tomamos x t £A y y w > 1, 

n-l 

x n £A- UB¡. 

i=l 


Ahora bien, como A BW, existe un punto x (¿A de acumulación de T, 
y como F-í cubre A, x £ B ; - para algún k natural. 

Pero entonces B¡¡ es un entorno de x, ya que es abierto, luego Bi- contiene 
infinitos puntos de T. 

Forzosamente, debe existir algún x n £_TC\Bi¡ con n > k; pero esto con- 
tradice la construcción de T, la cual hace que x n £ B k si n > k. 
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De manera que para algún número natural n > 1 : 

n 

AC U Bi. 

i=l 


y A es compacto. 

En resumen, hemos establecido de manera directa o indirecta que todo 
conjunto compacto es precompacto, acotado, separable, cerrado y BW. De 
éstos sólo la propiedad BW implica compacidad en el caso general. 

Más adelante se establecerá bajo qué hipótesis adicionales una o varias 
de las otras propiedades implican compacidad y, una vez resueltas todas las 
posibles interrogantes, se proporcionará un cuadro de implicaciones como 
útil referencia. 

Es fácil darse cuenta de que no todo subconjunto de un compacto es 
compacto; sin embargo, si el subconjunto es cerrado, ello basta para asegurar 
su compacidad. Esto se demuestra en el teorema siguiente, el cual pone de 
manifiesto la utilidad del Teorema 3, aunque puede demostrarse directa- 
mente de la definición de compacto (véase el Ejercicio 23). 

Teorema 4. Si B es un subconjunto no vacío y cerrado de un conjunto 
compacto A , entonces B es compacto. 

Demostración. Si B es finito, es compacto. De lo contrario, sea T un sub- 
conjunto infinito de B. Como BCA, T es un subconjunto infinito de A y 
como este último es BW (Teorema 3), existe un punto x £T' DA. Pero todo 
punto de acumulación de T lo es de B, ya que TC.B, y, como B es cerrado, 
pertenece a B, es decir, x £T' DB. 

Resulta, pues, que B es BW o sea compacto (Teorema 3) . 


4.4. CONJUNTOS RELATIVAMENTE COMPACTOS 

El lector habrá podido notar que la compacidad es una propiedad muy 
exigente y, por lo tanto, restrictiva. 

Conviene introducir un concepto un poco más débil que es el de compa- 
cidad relativa, el cual, sin embargo, es algo más fuerte en general que la 
precompacidad, como veremos más adelante. 

Decimos cjue un conjunto no vacío en un espacio métrico es relativamente 
compacto si su clausura es compacta. 

Considerando que todo conjunto compacto es cerrado, se deduce inme- 
diatamente de la definición que un conjunto compacto es relativamente 



EJERCICIOS 


97 


compacto. También es trivial que un conjunto relativamente compacto y 
cerrado es compacto. 

El siguiente resultado es, en realidad, un corolario del Teorema 4 de 4.3. 

Teorema 1. Si B es un subconjunto no vacío de un conjunto relativa- 
mente compacto A, entonces B es relativamente compacto. 

Demostración. De BC.A obtenemos que BCA ; pero A es compacto y B 
es un subconjunto no vacío y cerrado de A. 

En virtud del Teorema 4 de 4.3, B es entonces compacto y B es relativa- 
mente compacto. 

Es consecuencia inmediata del teorema precedente que todo subconjunto 
no vacío de un compacto es relativamente compacto. 

Todo conjunto relativamente compacto es acotado, ya que es un sub- 
conjunto de su clausura, la cual es acotada por ser compacta. Pero podemos 
establecer un resultado más poderoso con igual facilidad. 

Teorema 2. Todo conjunto relativamente compacto en un espacio métrico 
es precompacto. 

Demostración. Sea A un conjunto relativamente compacto. 

Su clausura Á es precompacta por ser compacta (Teorema 2 de 4.3) ; 
pero A es un subconjunto no vacío de Á, entonces A es precompacto por el 
Teorema 2 de 4.2. 

Cabe preguntarse si el recíproco de este teorema es cierto, lo cual equi- 
vale a considerar si un conjunto precompacto y cerrado es compacto (véase 
el Ejercicio 6) . 

Pero esta cuestión fue tratada en 4.3, luego del Corolario 2', afirmán- 
dose que la proposición no es verdadera en el caso general e indicando que 
el asunto quedará dilucidado en el próximo capítulo. 


EJERCICIOS 

1. Probar que la unión de un número finito de conjuntos acotados es 
acotada. 

2. Dar un ejemplo de conjunto no acotado cuyo interior sea acotado. 

3. Demostrar que el diámetro de una esfera abierta en un espacio nor- 
mado es igual a dos veces su radio. 
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4. Revelar, mediante un ejemplo, que el diámetro de un conjunto no es 
siempre igual al de su interior. 

5. Demostrar que, en un espacio métrico discreto, un conjunto es pre- 
compacto si y sólo si es finito. 

6. Probar que si un conjunto es precompacto su clausura también lo es. 

7. Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico. 

Supongamos que para todo e > 0 existe una familia finita de conjuntos 
A u A 2 , ■ • A„ que cubre A y tal que 

8 ( Ak ) <e, para k — 1, 2, • • •, n. 

Probar que A es precompacto. 

8. Demostrar que el espacio R n , con su métrica usual, es separable. 

9. Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico. Probar que si 
toda cobertura abierta de A admite una subcobertura contable, A es 
separable. 

10. Probar que, en un espacio métrico separable, todo conjunto no vacío 
es separable. 

11. Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico separable. Demos- 
trar que A — A' (puntos aislados de A) es contable (se supone no vacío) . 

12. Demostrar que, en un espacio métrico separable, toda familia de con- 
juntos abiertos y disjuntos dos a dos es contable. 

13. Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico separable, con la 
propiedad de que a cada x£A corresponde un entorno S(x) tal que 
AHS(x) contable. Probar que A es contable. 

14. Se dice que un punto x es de condensación de un conjunto A si, para 
todo entorno S de x, el conjunto ÓTl.4 no es contable. 

Demostrar que si A es un conjunto no contable en un espacio mé- 
trico separable, entonces existe algún punto de condensación de A que 
está en A. 

15. Sea A un conjunto no contable en un espacio métrico separable y C el 
conjunto de sus puntos de condensación. Demostrar: 
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a) A — C es contable. 

b) iflC no es contable. 

c) C es perfecto. 

d) Si A es, además, cerrado: A = SUT, S perfecto, T contable. 

16. Demostrar que un espacio (E, d) es compacto si y sólo si toda familia 
de conjuntos cerrados de intersección vacía admite una subfamilia fi- 
nita de intersección vacía. 

17. Probar que un conjunto no vacío A es compacto, si toda cobertura de 
A por esferas abiertas admite una subcobertura finita. 

18. Demostrar que la unión de dos conjuntos compactos es compacta. 

19. Proporcionar un ejemplo de dos conjuntos no compactos cuya unión 
e intersección sean compactas. 

20. Sea ( E , d) un espacio compacto (E es compacto) y [A u A e , . . . } una 
familia contable de conjuntos cerrados no vacíos tal que A m iCA„, 
yn > 1. 

Demostrar que 

00 

n A n 

n-1 

es cerrado y no vacío. 

21. Si A no es vacío y B es compacto, demuéstrese la equivalencia 

d(A, B) — 0 (=) ÁCiB=^<¡>. 

22. A es compacto, B es abierto y AGB. Probar que existe un conjunto 
cerrado C con A CCC.B. 

23. Demostrar el Teorema 4 de 4.3 aplicando directamente la definición 
de compacidad. 

24. Sea (£, d) un espacio en el cual toda esfera cerrada es compacta. 

Probar que todo conjunto acotado es relativamente compacto. 

25. Sea A la familia de todos los conjuntos relativamente compactos de un 
espacio (E, d) . 

Definamos, para S, T £A: 

S ~ T (==) S = T. 
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Comprobar que ~ es una relación de equivalencia sobre A. 

Designemos por X al conjunto cociente A /~ y definamos 

p : X X X-*R 

tal que, si t¡ £ X, tomamos S £ £, T f y entonces 
P(Í,V) = d(S,T). 

Demuéstrese que p está bien definido (apliqúese el Ejercicio 15 del 
Capítulo II) y que (X, p) es un espacio métrico. 

26. A es un conjunto no vacío en un espacio (E,d) . Probar que A es pre- 
compacto si y sólo si a cada e > 0 corresponde un conjunto finito F 
de puntos de E tal que 

v* £A : d(x,F) < E. 



CAPITULO 


Límites y 

espacios 

completos 


5.1 LIMITES DE SUCESIONES 

Estudiaremos detenidamente en este capítulo el concepto de límite y sus 
consecuencias fundamentales. Se trata de una de las ideas centrales de la 
Topología: teoría de la convergencia. Por otra parte, puede decirse que 
es el pilar sobre el cual se apoya el Análisis Matemático, cuyo desarrollo 
riguroso depende, en mucho, de la claridad y precisión con que se establezca 
aquél. 

La idea de convergencia, “el paso al límite”, se halla presente, de una 
manera rudimentaria, en las obras de Arquímedes. Luego la Matemática se 
orientó en otras direcciones por varios cientos de años, hasta que, en la 
segunda mitad del siglo xvn, la idea de límite vuelve a aparecer como 
elemento central en la creación del Cálculo Infinitesimal de Newton y 
Leibnitz. Allí también se muestra en una forma un tanto implícita y alta- 
mente intuitiva. Fue en el siglo pasado, una vez que Dedekind proporcionó' 
la primera construcción rigurosa del cuerpo de los números reales, que el 
concepto de límite adquiere su formulación precisa y matemáticamente acep- 
table. De entonces a la actualidad ha sufrido un proceso de depuración y 
generalización progresivas, incorporándose al ámbito de la Topología. 

De los diversos procesos de convergencia que suelen aparecer en Análisis 
y Topología, el más simple es el de límite de una sucesión, que procedemos a 
tratar en seguida. Conviene hacer del conocimiento del lector que existe una 


im 
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teoría general de convergencia de reciente creación que abarca todas las de- 
más como casos particulares. Es la teoría de Filtros, cuyo ambiente natural 
es la Topología General y escapa, por tanto, a las limitaciones de esta obra. 

Antes que nada, conviene precisar el concepto de sucesión. Sea X un 
conjunto cualquiera no vacío y N el conjunto de los números naturales. 

Una sucesión en X es una función / : N -» X. Resulta pues que, para 
todo n £N, f(n ) £X y emplearemos la notación 

■*» = /(«), 

pudiendo, según el caso, substituir la x por cualquier otra letra o símbolo, 
conservando el subíndice n para poner de manifiesto que se trata del ele- 
mento de X que es imagen de n bajo /. 

Los elementos x n , llamados términos de la sucesión, suelen escribirse en 
forma de “lista” ordenada en sentido creciente del subíndice: 

{Xoj Xi, Xz, ■ * *, Xn> * * ' ( 1 ) 


expresión que se abrevia como: 


{*»}• 

* 

Usualmente, no se hace referencia explícita a la función /, sino que, 
abusando del lenguaje, se habla de la sucesión { x n } (nótese que se trata 
de ( 1 ) ) . No obstante, obsérvese que ( 1 ) determina unívocamente a la fun- 
ción /. 

No debe confundirse la expresión (1) con el rango f{N) de /. Por ejem- 
plo, sea / : N — > R una sucesión en R tal que y n £N : f(n) = ( — 1)". Es 
evidente que el rango de / es el conjunto { — 1, 1), en cambio la expresión 
(1) es, en este caso, 


{1, -1,1, -1, ..., (-1)”, re- 
volviendo a la situación general de la sucesión {x„} o bien / : N —> X, 
cabe destacar que la función / puede no ser inyectiva y por tanto suceder 
que x n = x n ' para n n . Más aún, puede darse el caso en que / sea una 
función constante y entonces resultan iguales todos los términos de la suce- 
sión, llamándose sucesión constante. El rango de / será un conjunto cons- 
tituido por un solo elemento. 

Con frecuencia ocurre que existe un v £ N tal que y n > v : x n — x v , y 
a tales sucesiones las llamaremos semi-constantes. Es evidente que incluyen a 
las constantes como caso particular donde v ■= 0. 
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El rango de una sucesión semi-constante es un conjunto finito: 
{x 0! *i, aunque no toda sucesión cuyo rango sea finito es semi- 

constante, como indica el ejemplo anterior. 

En cualquier caso, el rango de una sucesión es un conjunto contable. 

Una sucesión en un espacio métrico (E, d) es una sucesión en el con- 
junto E. 

Sea pues {#„} una sucesión en ( E,d ). Decimos que un punto x£E es 
límite de {x n }, si a cada entorno S de x corresponde un v £N tal que 
V» > v : x n £S. También se expresa diciendo que {x n } converge a x o 
que tiene límite x o que tiende a x. Así pues, si una sucesión tiene límite, se 
dice que es convergente. La notación que emplearemos indistintamente será 
lim x n = x ó x n — > x. 

En breve demostraremos que una sucesión convergente admite un límite 
único. 

Recordando la interpretación intuitiva de entorno dada en 2.3, como 
proximidad o cercanía al punto en cuestión, podemos imaginar al límite de 
la sucesión como un punto alrededor del cual se aglomeran los términos de la 
sucesión, en forma tal que, fijado el entorno, todos ellos, a partir de uno 
en adelante, se encuentran dentro de ese entorno. No se escapa la semejanza 
con el concepto de punto de acumulación; pero nótese que, con límite o sin 
él, de acuerdo al Teorema 1 de 2.3, no podemos hablar de punto de acumu- 
lación del rango de la sucesión si éste no es un conjunto infinito. Si el 
rango es infinito, se deduce inmediatamente de la definición que el límite 
es punto de acumulación de aquél. Más aún, es el único punto de acumu- 
lación del rango. En efecto, suponiendo { x n } de rango infinito y x n —> x, 
consideremos un punto cualquiera y £_E con y x. Aplicando el lema 1 
de 4.3, tomemos entornos S, T, de x, y, respectivamente, con S D T — <j>. En 
virtud de la definición de límite, existe un v tal que yn > v : x n £S; 
de manera que T contiene, a lo más, el número finito x n , x 1} ...,x v -i de 
puntos del rango. El Teorema 1 de 2.3 nos indica que y no puede ser punto 
de acumulación del rango. Resulta pues que x es el único, ya que ninguno 
distinto de él lo es. 

El recíproco no es cierto: el rango de la sucesión puede admitir un 
único punto de acumulación y carecer de límite. Por ejemplo, el rango de 
la siguiente sucesión en la recta real 

{hi, 2, h 3, i, ...} 

admite a 0 como único punto de acumulación y, sin embargo, es fácil com- 
probar su falta de límite. Es posible añadir condiciones adicionales que 
garanticen la convergencia; en tal sentido, véase el Ejercicio 7 y el Coro- 
lario T de 5.2. 
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es finito, lo cual implica que el conjunto 

{* eN | y M £5} = {n £N | X 9W £S} = áT 1 ^) 

es también finito, ya que, por ser g inyectiva, contiene, a lo más, igual 
número de elementos que N s . 

Resulta pues que y n — » x. 

Es fácil advertir que el recíproco del teorema precedente no es, en 
general, cierto: una sucesión no convergente puede admitir sucesiones par- 
ciales convergentes. Sea, por ejemplo, la sucesión {( — 1)”} en la recta real, 
es decir, {1, —1, 1, —1, ..., ( — l) n , •••}. Es inmediato comprobar que 
carece de límite. Sin embargo, la sucesión constante {1, 1, •••, 1, ...} es 
parcial de ella bajo la inyección g(n) = 2n y es, por supuesto, convergente. 

Con hipótesis adicionales podemos lograr que el recíproco funcione. En 
tal sentido, véase más adelante el Lema 1 en 5.2. 

Apelando a consideraciones anteriores y haciendo uso del Teorema 3, 
podemos decir que toda reordenación de los términos de una sucesión con- 
vergente o la supresión de un conjunto finito de sus términos origina suce- 
ciones que convergen al mismo límite. 

Es interesante observar que si el rango de una sucesión es un conjunto 
finito, ésta admite una sucesión parcial constante. En efecto, necesariamente 
ha de existir algún elemento x del rango que se repite infinitas veces en la 
sucesión {*„}, es decir, existe un conjunto infinito N 1 de números naturales 
tal que V« £Ni : x n = x. 

Podemos entonces construir, por inducción, una biyección g : N -» Ni 
o sea una inyección g : N —> N. Luego, la sucesión parcial {y n } tal que 
Vn £N : y n — x cW es constante. 

Nos proponemos ahora caracterizar a los conjuntos compactos median- 
te sucesiones. Comenzaremos por introducir un nuevo tipo de compacidad. 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico. Decimos que A es 
secuencialmente compacto si toda sucesión en A admite una sucesión parcial 
convergente en A, 

Abreviamos diciendo que A es SC. 

Si A es un conjunto finito, toda sucesión en A tiene rango finito y, por 
la observación hecha anteriormente, admite una sucesión parcial constante 
y por lo tanto convergente, o sea que A es SC. 

Demostraremos ahora que, en un espacio métrico, las propiedades de 
compacidad y SC son equivalentes. 

Teorema 4. En un espacio métrico, un conjunto es SC si y sólo si es 

BW. 
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Demostración. Supongamos que A es BW y sea {*„} una sucesión en A. 
Si el rango de { x „ } es finito, sabemos que {*„} admite una sucesión parcial 
constante y por tanto convergente, o sea que A es SC. 

Consideremos, pues, que el rango de {x n } es infinito; es entonces un 
subconjunto infinito de A que, por ser BW, admite un punto de acumu- 
lación x £A. Aplicando el Teorema 2, existe una sucesión parcial de { x „ } 
que converge a x. 

Recíprocamente, supongamos que A es SC. Si A es finito, es BW. De 
lo contrario, sea T un subconjunto infinito de A. Podemos construir, por 
inducción, un subconjunto infinito y contable de T, cuyos puntos sean 
distintos dos a dos, es decir, una sucesión {x n } en T, cuyos términos son dis- 
tintos dos a dos, o sea que su rango es infinito. Como {*„} está en A y éste 
es SC, aquella admite una sucesión parcial {y„} con límite x £ A. Pero 
como los términos de { x n } son todos distintos, serán diferentes dos a dos 
los términos de {y n }, lo cual implica que el rango de esta última es infinito; 
designémoslo por B. Resulta entonces que x £ B ' ; pero BCT, luego x £ T' 
y, como también x £ A, A es BW. 

En el Teorema 3 de 4.3 se estableció que compacidad y BW son pro- 
piedades equivalentes. En virtud del teorema precedente, podemos ahora 
afirmar que, en un espacio métrico, compacidad, BW y SC son conceptos 
equivalentes. * 


5.2. SUCESIONES DE CAUCHY Y ESPACIOS COMPLETOS 

En la familia de todas las sucesiones en un espacio métrico, conviene 
distinguir aquellas, que llamaremos de Cauchy, que poseen la propiedad 
de que sus términos se van acercando unos a otros tanto como se desee con 
sólo tomarlos lo suficientemente avanzados. Tales sucesiones son algo más 
generales, pero estrechamente relacionadas con las convergentes, como ve- 
remos en seguida. 

Antes, por supuesto, se hace necesario definirlas con precisión. 

Sea {x n } una sucesión en un espacio ( E,d ). Se dice que {x„} es una 
sucesión de Cauchy, si a cada número real e > 0 corresponde un v £N tal 
que para todo par de números naturales n, n', no menores que v (abrevia- 
damente: Vn, n' > v), se verifica que 

d(.r n , x n ') <£ e . 

O sea pues que, fijada cualquier cercanía (e), por pequeña que ésta 
sea, siempre podemos hallar un lugar (v) en la sucesión a partir del cual 
todos los términos están más próximos unos de otros, que la cercanía fijada. 
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Si la sucesión tiene límite x, sabemos que intuitivamente significa que 
sus términos se aproximan a x tanto como se desee. Parece razonable espe- 
rar que esto traiga como consecuencia que los términos se acerquen unos 
a otros tanto como se quiera, es decir, la sucesión debe ser de Cauchy. Esta 
intuición es correcta, como demuestra el teorema que sigue. 

Teorema 1. En un espacio métrico toda sucesión convergente es de 
Cauchy. 

Demostración. Supongamos que {x n } es un sucesión en un espacio (E, d) 
y que tiene límite x £ E. 

Sea e > 0; como x n -» x, existe un v £N tal que yn > v : d{x n , x) < s / 2 . 

yn,n' > v resulta pues que d{x n ,x) < e / 2 y d(x n -;x) < s / 2 , de donde 

d(x n yXn'^) d [Xn 3 x'j + d^Xfi'yX'j £, 

o sea que { x„ } es de Cauchy. 

Como consecuencia, cualquier sucesión convergente constituye un ejem- 
plo de sucesión de Cauchy. También se usa el Teorema 1, en ocasiones, 
para comprobar que una sucesión no converge, verificando que no es de 
Cauchy. 

Cabe preguntarse si el recíproco del Teorema 1 es cierto, es decir, si toda 
sucesión de Cauchy converge. Intuitivamente, si los términos de la sucesión 
se aproximan unos a otros tanto como se desee, parece razonable sospechar 
que ello se debe a que se están acercando a algo, o sea al límite. No obstante, 
aquí la intuición falla. El recíproco no es, en general, cierto. Existen suce- 
siones de Cauchy no convergentes. 

Estas consideraciones motivan una clasificación de los espacios métricos. 

Se dice que un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy 
en él es convergente. Un espacio métrico es incompleto si no es completo. 

Se entiende pues que, en un espacio completo, las sucesiones de Cauchy 
y las convergentes son las mismas, es decir, una sucesión converge si y sólo 
si es de Cauchy. Análogamente, en un espacio incompleto deben existir 
sucesiones de Cauchy no convergentes. O sea que la existencia o ejemplo de 
alguna de ellas depende de la existencia de espacios incompletos. 

Las construcciones y ejemplos de espacios completos e incompletos se 
efectuarán en adelante de manera directa e indirecta. Los resultados que 
se establecerán en 5.3 nos permitirán mostrar tales ejemplos con gran faci- 
lidad. También los ejercicios, al final del capítulo, señalan casos interesantes. 

Para averiguar si una sucesión es convergente en un espacio completo, 
basta con verificar si es de Cauchy. La ventaja que esto ofrece es que no se 
requiere conocer previamente ningún punto como posible límite, cuya deter- 
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minación puede ser muy difícil y, en ocasiones innecesaria, cuando sólo se 
desea demostrar la convergencia. 

Seguidamente demostraremos tres lemas y un par de corolarios que re- 
sultarán muy útiles en lo sucesivo; por otra parte, ellos proporcionarán una 
visión más profunda de las sucesiones de Cauchy, dando una medida de la 
fuerza del concepto. 

Este primer lema puede interpretarse como un recíproco parcial del Teo- 
rema 3 de 5.1. Nos indica que la hipótesis adicional de que la sucesión en 
cuestión sea de Cauchy es suficiente para garantizar su convergencia cuando 
una sucesión parcial tiene límite. 

Lema 1. Si una sucesión de Cauchy {v n } en un espacio (£, d) admite 
una sucesión parcial convergente, entonces {*„} es convergente y ambas 
tienen el mismo límite. 

Demostración. Sea { y n } una sucesión parcial de {*»} ; o sea que existe 
una inyección g : N -+N tal que V n£N : y„ = x oin) . 

Supongamos que y n x. 

Dado e > 0, como {v,,} es de Cauchy, existe un v x £N tal que 

yn, n' > Vi : d{x n , *»-) < e / 2 . (1) 

* 

Por otra parte, existe un v 2 £N tal que 

V n > v 2 : d(y n , x) < e / 2 . * (2) 

Ahora bien, el conjunto M = g” 1 {0, 1, • • vi~- 1} es finito por ser g 
inyectiva. 

Sea pues ¡ 

¡x = máxM. 

Tomemos un número natural que sea mayor que ¡x y que v z ; designé- 
moslo por m. 

Luego, como m > v 2 aplicando (2) resulta: 

d(y m , x) < e / 2 . (3) 

Pero también m > ¡x, lo cual implica que m <£M, de manera que, nece- 
sariamente, g(m) > vj y, como y m — x g{m) se aplica (1), resultando: 


V« > r i : d(x„, y m ) < e / 2 . 


( 4 ) 
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Aplicando ahora la desigualdad triangular y en seguida (3) y (4) obte- 
nemos 

V*i > Vi : d{x n , x) < d{x„, y m ) + d{y m , x) < e; 
o sea que x n — » x. 

Corolario 1'. Si { x n } es una sucesión de Cauchy cuyo rango admite al- 
gún punto de acumulación x, entonces x n — > x. 

Demostración. En virtud del Teorema 2 de 5.1, existe una sucesión par- 
cial de {x„} que converge a x. Aplicando ahora el Lema 1, concluimos 
que x„ — » x. 


Es muy sencillo demostrar que el rango de una sucesión convergente es 
un conjunto relativamente compacto (Ejercicio 6). Veamos ahora cuál 
es la naturaleza del rango de una sucesión de Cauchy. 

Lema 2. El rango de una sucesión de Cauchy es un conjunto precom- 
pacto. 

Demostración. Sea {x„} una sucesión de Cauchy en el espacio (E, d ) . 
Dado pues un e > 0, existe un v £N tal que yn, rí > v : d(x ni x n ’) < e( 
de donde yn > v : d(x n ,x v ) < e, es decir, yn > v : x n £N(x v ; e). 

V 

Se deduce entonces que U N(xí¡s) contiene todos los términos de la 

»=o 

sucesión y, por tanto, al rango. Además los centros x 0 , x 1} ■ • • , x v pertenecen, 
por supuesto, al rango. 

Antes de formular preguntas sobre la validez del recíproco, obtengamos 
este corolario inmediato. 

Corolario 2'. El rango de una sucesión de Cauchy es un conjunto aco- 
tado. 

Demostración. El rango de una sucesión de Cauchy es un conjunto pre- 
compacto, de acuerdo con el Lema 2, y, en virtud del Teorema 1 de 4.2, 
acotado. 

El recíproco del Lema 2 no es, en general, cierto. Por ejemplo, el rango 
de la sucesión {( — 1)”}, en la recta real, es precompacto por ser finito; 
sin embargo, se ve claramente que la sucesión no es de Cauchy. Dado que 
todo conjunto precompacto es acotado, el recíproco del corolario 2' tam- 
poco es cierto. 
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No obstante, el lema siguiente nos proporciona un recíproco “débil” 
del Lema 2 y veremos luego que tiene implicaciones de mucha trascen- 
dencia. 

Lema 3. Si el rango de una sucesión es un conjunto precompacto, ésta 
admite una sucesión parcial de Cauchy. 

Demostración. Si el rango de la sucesión es un conjunto finito, sabemos 
que ésta admite una sucesión parcial constante y, por lo tanto, de Cauchy. 
Consideremos, pues, una sucesión 

S x = (a 1 , x 1 , ■ • •, x 1 , • • • } 

(la razón de esta notación se verá claramente en lo que sigue) cuyo rango 
sea un conjunto precompacto e infinito. 

En el transcurso de la demostración utilizaremos la notación N r para 
designar una esfera abierta de radio r > 0 y centro algún punto del espacio. 
Indiquemos por R t al rango de Si. 

Por hipótesis, Ri está contenido en la unión de un número finito de 
esferas abiertas de radio £. Al menos una de ellas contendrá infinitos pun- 
tos de II x y éstos constituyen, respetando el orden relativo con que figuran 
en S i, una sucesión parcial , 


5 2 = {x 2 ,x 2 , ■■■,x 2 , •••} 

de S 1} cuyo rango R¿ es infinito y R 2 CR ly R 2 C.N i . 

Razonando análogamente, Rx está contenido en la unión de un número 
finito de esferas abiertas de radio J-, Al menos una de ellas contendrá infinitos 
puntos de R 2 y éstos constituyen, respetando el orden > relativo con que figu- 
ran como términos en S 2 , una sucesión parcial 

5 3 = {x\,x\, •••,*», •••} 

de Si y S 2 , cuyo rango R 3 es infinito y R 3 CR 2 ORi, R 3 CA> 

Procediendo por inducción, supongamos construidas hasta la sucesión 

Sh - 1 = í^ 1 ,^ 1 , •••} 

tales que cada una sea parcial de todas las anteriores, sus rangos son infini- 
tos y cumplen las relaciones Rk-i C C ■ • • Cñ,, Ri CNx /¡ — 
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Ahora bien, está contenido en la unión de un número finito de 
esferas abiertas de radio */*;• Al menos una de ellas contendrá infinitos pun- 
tos de Ric-i y éstos constituyen, respetando el orden relativo con que figuran 
como términos en ÚV- 1 , una sucesión parcial 

S k = •••} 


de »?/;_! y, por lo tanto, de S^, • • •, .S' a , cuyo rango R k es infinito y 
RkCR^C.-.CRu R k C N 1/k . 

De esta manera hemos construido una familia {5i, &¡j • ■ • } de suce- 
siones tal que S n es una sucesión parcial de todas las anteriores y su rango 
R„ está contenido en una esfera N ± / n 
La sucesión 



es parcial de S\. Demostremos que es de Cauchy. 

Sea e > 0 y tomemos un v £ N tal que 0 < 2 /v < e. 

Ahora bien, yn,n' > v, los puntos pertenecen a los rangos R n , 

R„’ respectivamente y R n CR v> R n > (ZR V , RvCN 1/v . Se deduce que x*, x*' 
£N 1/v ; pero el diámetro S(N v ) < 2 / v , lo cual implica 

d(x n x n ’) < 2 ¡v < e. 

Como aplicación del Lema 3 daremos respuesta a una pregunta que se 
suscitara en 4.4 con motivo de lo establecido por el Teorema 2 de esa sec- 
ción. En efecto, allí se demostró que todo conjunto relativamente compacto 
es precompacto en cualquier espacio métrico, y se planteó la posible vera- 
cidad del recíproco. Este no es, en general, cierto; pero veremos en seguida 
que la hipótesis adicional de completitud del espacio sí lo garantiza. 

Antes se hace necesario referirnos al Ejercicio 6 del Capítulo IV, ya 
que haremos uso de él en la demostración que sigue. En un espacio métrico, 
la clausura de un conjunto precompacto A es precompacta. En efecto, 
dado e > 0, tomemos 0 < e f < e. Entonces 

n n _ 

A CU N(xi; e') C U íV(jc 4 ; e'), 

i=l i- 1 

donde x 1} ■ ■ ■, x n dA. Pero el conjunto de la derecha es cerrado, luego 

n _ 

A CU N( Xi ;e'). 

i-X 
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Nótese que 


Entonces 


N (xí ; s') CN(xí¡ s ) para i — 1, 2, • • • , n. 


n 

AC U N(x n e ) , 

i=l 


ademas, x 1} ■■■,x n £Á. 


Teorema 2. Todo conjunto precompacto en un espacio métrico completo 
es relativamente compacto. 

Demostración. Sea A un conjunto precompacto y demostremos que su 
clausura Á es SC. 

Sea { x „ } una sucesión en A. En virtud del Teorema 2 de 4.2, el rango 
de la sucesión es precompacto por ser un subconjunto del del precompacto Á. 
Aplicando entonces el Lema 3, {x„} admite una sucesión parcial de Gauchy 
{y n } ; pero como el espacio es completo, {y„} converge a un punto y. Por 
otra parte, la sucesión {y n } está también en A; luego, por el Corolario 2' 
de 5.1, y pertenece a la clausura de A, o sea al,y éste es SC, por lo tanto, 
compacto. * 

De manera que A es relativamente compacto. 

Se origina una nueva pregunta: ¿Será el teorema precedente válido 
en espacios completos solamente? 

La respuesta es afirmativa. Tal propiedad caracteriza a los espacios 
completos. El recíproco del Teorema 2 es cierto. 

i 

Teorema 3. Un espacio métrico, en el cual todo conjunto precompacto 
es relativamente compacto, es completo. 

Demostración. Sea {x n } una sucesión de Cauchy. Su rango A, por el 
Lema 2, es precompacto. Luego, en virtud de la hipótesis, A es relativamente 
compacto, es decir, A es compacto y, por lo tanto SC. 

Pero { x„ } es una sucesión en A, entonces admite una sucesión parcial 
convergente, lo cual implica, por el Lema 1, que {*„} converge. El espacio 
es pues completo. 

De los Teoremas 2 y 3 extraemos la consecuencia de que en un espacio 
métrico incompleto, deben existir necesariamente conjuntos precompactos 
que no son relativamente compactos. 
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5.3. SUBESPACIOS COMPLETOS 

En 1.4 se vio que si (E,d) es un espacio métrico y F es un conjunto 
cualquiera no vacío en aquél, entonces ( F , d) es un espacio métrico, donde 
d es la métrica inducida, que llamamos subespacio de (F, d) . 

En esta sección determinaremos qué condiciones son suficientes y cuá- 
les necesarias para que (F, d) sea completo. Veremos que todo depende 
de la naturaleza del conjunto F en ( E,d ). 

Antes que nada, vale la pena destacar la siguiente observación, que se 
deriva del hecho de que la métrica es la misma en ambos espacios y que 
la definición de sucesión de Cauchy depende sólo de la métrica: 

Una sucesión de Cauchy en ( E , d) que esté en F, es una sucesión de Cauchy 
en (F, d ) . Recíprocamente, una sucesión de Cauchy en (F, d) también 
lo es en (F, d ) . 

Por otra parte, una sucesión convergente en (F, d) también converge 
al mismo límite como sucesión de (E, d ) . Por el contrario, una sucesión 
convergente en ( E , d) que esté en F, converge en (F, d) si y sólo si su 
límite pertenece a F. 

Como consecuencia de estas consideraciones podemos decir que (F, d) 
es completo si y sólo si toda sucesión de Cauchy en (F, d) que esté en F, 
tiene límite en F. 

Veremos que los resultados que procedemos a establecer, además de su 
importancia intrínseca, nos proporcionarán un método sencillo para cons- 
truir espacios completos e incompletos. 

Teorema 1. Si F es compacto, entonces ( F,d ) es completo. 

Demostración. Sea { x n } una sucesión de Cauchy en (F, d ) . F es SC por 
ser compacto, luego la sucesión {*„} que está en F, admite una sucesión 
parcial convergente cuyo límite x£F ; pero en virtud del Lema 1 de 5.2, 
x n -» x. (F, d) es pues, completo. • 

El recíproco del teorema precedente no es, en general, cierto. Por ejem- 
plo, un espacio métrico discreto (F, d) es completo (Ejercicio 24) y si F 
tiene infinitos puntos, F no es compacto; nótese que (F, d) es un subes- 
pacio de sí mismo. Se observa pues que el Teorema 1 establece una con- 
dición suficiente pero no necesaria para la completitud del subespacio. 

El teorema siguiente, por el contrario, señala una condición necesaria, 
pero no suficiente. 

Teorema 2. Si (F, d) es completo, entonces F es cerrado. 
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Demostración. Tomemos un x£P. En virtud del Corolario 2' de 5.1, 
existe una sucesión { x„ } en F con x n — > x. Luego, {x n } es una sucesión 
convergente en ( E , d) y, por lo tanto, de Cauchy (Teorema 1 de 5.2 ) ; pero 
como está en F, {x n } es una sucesión de Cauchy en ( F,d ), lo cual implica 
que tiene límite en F, ya que ese espacio es completo por hipótesis. O sea que 
x<=F. 

Tenemos pues que FCF, es decir, F = F. 

Este teorema nos permite construir espacios incompletos con toda faci- 
lidad. Basta, en efecto, con tomar un conjunto F en (E, d ) que no sea 
cerrado y el espacio ( F , d) es incompleto. En éste deben existir sucesiones 
de Cauchy no convergentes y conjuntos precompactos que no son relativa- 
mente compactos. 

La existencia de espacios incompletos nos indica que el recíproco del 
Teorema 2 no es, en general, cierto. De hecho, un espacio incompleto 
(E, d) siempre puede considerarse como subespacio incompleto de sí mismo. 
No obstante, E es cerrado en (E, d) . 

Podemos, sin embargo, establecer un recíproco parcial del Teorema 2, 
añadiendo la hipótesis de completitud del espacio “grande”. 

Teorema 3. Si (E, d) es completo y F es cerrado, entonces ( F,d ) es 
completo. * 

Demostración. Sea {x„} una sucesión de Cauchy en (F, d) . Luego {x n ) 
es una sucesión de Cauchy en (E, d ) y como éste es completo, {x n } es 
convergente a un punto x £E. Pero {*„} está en F, lo cual implica, por el 
Corolario 2! de 5.1, que x£F, o sea que x£F, ya que F es cerrado. 

En resumen, { x„ } tiene límite en F, es decir, es convergente en (F, d) . 

Considerando ambos teoremas 2 y 3 obtenemos el siguiente corolario. 

Corolario 3'. En un espacio completo (E, d) , el subespacio (F, d) es com- 
pleto sí y sólo si F es cerrado. 

Además de la importancia intrínseca de los teoremas de esta sección, 
destacamos que ellos nos permiten, a partir de un espacio métrico dado, 
construir espacios completos e incompletos con mucha facilidad. 


5.4. COMPLETITUD Y PRECOMPACIDAD EN R n 

Particularizamos ahora nuestro estudio a la recta real y al espacio R n 
en lo referente a completitud y precompacidad. Se recomienda al lector 
repasar los Ejemplos 3, 4 y 5 de 1.1. 
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Naturalmente que todo lo establecido para espacios métricos en general 
se aplica a R n . No obstante, tratándose de un caso muy concreto (e im- 
portante), es de esperar que posea ciertas propiedades topológicas que no 
se cumplen para un espacio métrico cualquiera. En esta sección nos pro- 
ponemos establecer tales propiedades distintivas. Ellas son esencialmente dos : 
completitud y el que todo conjunto acotado es precompacto. La combina- 
ción de ambas trae consecuencias de mucho alcance; entre éstas los famosos 
teoremas de Bolzano-Weierstrass y Heine-Borel. 

Veremos más adelante que todos estos atributos de R n se generalizan a 
espacios normados de dimensión finita y, lo que es más, los caracterizan. 

Primero demostraremos la completitud de la recta real y de allí obten- 
dremos la de R n . 

Teorema 1. La recta real es un espacio métrico completo. 

Demostración. Sea { x 0 , x 1} • • - , x n , • • ■ } una sucesión de Cauchy en la rec- 
ta real y designemos por R 0 su rango. En virtud del Corolario 2', de 5.2, 
R 0 es un conjunto acotado. Sabemos que esto equivale, en la recta real, a 
decir que R,„ está acotado superior e inferiormente. Sean pues a, b £R cotas 
inferior y superior de R 0 , respectivamente. Tenemos entonces, 

Yn £N : a < x n <6. 

Para cada n£N, designemos por R n al rango de la sucesión {*„, x n + 1} - ■ •} 
y construyamos la sucesión {y 0 , y t , •••,)'»,••■} tal que 

V n £N : y„ = sup R n . 

Nótese que Y n £N : i? n+ iCi?„, lo cual implica y„ +1 < y n , o sea que 
la sucesión { y n } es decreciente. 

Por otra parte, se deduce de inmediato que a < y n , \ r n £N; es decir, 
el rango de { y n } está acotado inferiormente. Sabemos entonces que y„ — > 2 , 
donde z es el extremo inferior del rango de { y n }. 

Nos proponemos demostrar que x n — > z. 

Dado e > 0, existe un v ± £N tal que y n,n’ > 

\Xn %n'\ < C / 2 . ( 1 ) 

Ademas, como z < 2 + e / 2 , resulta que 2 + e / 2 no puede ser cota inferior 
del rango de { y n }. Debe pues existir algún y v¡ con 


z < yv 2 < z + 7z. 
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Sea ahora ¡x — máx {vi, v 2 }. Como ,u > v 2 y {y„} es decreciente, 

* < 3V < < 2 + e / 2 , 

de donde 


z — b ¡ 2 < y¡i < z + ®/ 2 . 

Pero teniendo en cuenta que y¡j. = sup Rp, z — e / 2 no puede ser cota 
superior de Rp. Debe pues, existir algún x v £ Rp, para lo cual v > ¡j. con 


z~ e h < x v < yp, 


es decir. 


Z — E ¡ 2 < Xv < Z + e ¡ 2 . 


( 2 ) 


Ahora bien, como v > n, resulta que ambos n, v > v, y se 

aplica (1) : 

< £ /í, 

lo cual equivale a: 

— e ¡2 < X n <. Xv + e / 2 - 


Pero haciendo uso de (2), obtenemos: 


z e < x v e / 2 , x v + e I 2 < z + e; 


de donde 


yn > v : z — e < < z + e, 

desigualdades equivalentes a: 


I*» — z| < e. 

Observamos, de paso, aplicando el Corolario 3' de 5.3 que el subespacio 
de la recta real costituido por el conjunto Q, de los números racionales 
no es completo, ya que Q no es cerrado por no coincidir con su clausura 
que es R. 

Conviene destacar que el Teorema 1 demuestra la completitud de la 
recta real como consecuencia de la propiedad del cuerpo de los números 
reales, según la cual todo conjunto acotado superiormente admite extremo 
superior. 
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Pasamos ahora a considerar el espacio R n y de nuevo referimos al lector 
al Ejemplo 5 de 1.1. 

En todo lo que sigue de esta sección preferimos la notación R k , a fin 
de evitar confusión al emplear sucesiones. 

Dejamos al lector la sencillísima tarea de demostrar las desigualdades 
que expresamos a continuación y de las cuales haremos frecuente uso. 

Para todo punto (o, si se quiere vector) a = (a^, a¿, • ••,<%) de R k se 
verifican las siguientes desigualdades: 

a) |«»| < |M| ( i = 1,2, 

b) |M! < 2 Kl- 

i=l 

Sea {x n } una sucesión en R k ; para cada n £N, x n £ R k y, por tanto, 
x n — (xi„, x 2 n¡ •••,**»). Se observa pues que {x n } determina k sucesiones 
reales { x in } (¿ = 1, que denominaremos sucesiones coordenadas de 

{*„}. Veremos en seguida que la sucesión dada y sus sucesiones coordenadas 
comparten las mismas propiedades. 

Podemos definir, de manera quizás más precisa, las sucesiones coorde- 
nadas mediante la introducción de las proyecciones pr¡ : R k — > R (i = 1, 
2, •••, k) tales que, para todo a = («i, a 2 , • • •, a*) de R k , pr { (a) = a 4 . 
Ahora bien, si / : N — > R k es una sucesión en R k , las sucesiones coordenadas 
son pri o / : N -> R (¿ = 1, 2, - - -, k ) . 

Lema 1. Una sucesión {x n } en R k es convergente si y sólo si son conver- 
gentes todas sus sucesiones coordenadas {*{„} (i = 1, 2, • • •, k ) . 

En tal caso, si — » x¡ (i = 1, entonces x n — > (x 1} y 

recíprocamente. 

Demostración. Supongamos que x n — > (x 1} ••• , x* ) y sea e > 0. 

Existe un v £ N tal que y n > v : \\x n — xj¡ < e, 
donde 


Pero 


X = (x t , ...,**)• 


Xn X (Xm X i , Xp n 1 ■ *, Xkn X]Pj , 

luego, aplicando la desigualdad (a) : 

| X{n Xi¡ ^ \\x n x|j 


(i= 1,2 
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Tenemos entonces que y n > v y para cada i — 1 } . .,k: 

¡Xin Xi\ < E , 

osea quex in -+x¡ (i = 1, 

Recíprocamente, supongamos que x in -» Xj (i — 1 , . . ., k) . Luego, si 
e > 0, existen v¡ £N tales que y n > ví : 

1 Xin X ^ 

donde ¿ = 1, 2, • • •, k. 

Sea v — máx {vj, • . -j vjc}, entonces y n > v se verifican: 
j Xin Xi\ £ /ft (i™ 1, ■•*,&). 

Aplicando ahora la desigualdad (b), yn > v : 

Te 

W^n a]| ^ 2 *i| ^ E ‘ 

i=l 

donde, de nuevo, x = (v,, ■ • *;,) . O sea que x. 

Estamos ahora en condiciones de demostrar la completitud de R k con 
toda facilidad. 

Teorema 2. R k es un espacio completo. 

Demostración. Sea { x n } una sucesión de Cauchy en R k y [x in ) (i = 1, 
■■■,k) sus sucesiones coordenadas. 

Dado s > 0, existe un v £N tal que yn, n' > v : 

[|-^n #n'¡[ e. 

Pero 

Xn X n ’ {Xxn Xi n ', X?n X2 • • •, % A^'), 

y aplicando la desigualdad (a), 

y n, n' > v : 

\xin ^in'j ^ ] ] X n •*«']) £ (i — 1, 2, • • ■, k ) . 
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O sea que las sucesiones coordenadas de {*»} son de Cauchy, lo cual 
implica, por ser la recta real un espacio completo, que son todas conver- 
gentes. En virtud del Lema 1, { x n } es convergente. 

Procedemos ahora a estudiar la precompacidad en R k . Para ello hare- 
mos uso transitorio de ciertos conjuntos auxiliares que definimos en seguida. 

Tomemos un número real a > 0. Llamamos bloque centrado' y cerrado 
en R k al conjunto 


/„ — 7i X 7 2 X • • • X 1 %, 

donde 

h = [~a, a] (i = 1, • ••,£). 

Expresado de manera equivalente: 

Ja { (xi, X 2 , • • Xjc') j a ^ Xí a, 1 1, • • • s k j . 

Si se trata de la recta real (k = 1), J a no es otra cosa que el intervalo 
cerrado { — a, á\. En R- (véase la ilustración) /„ es, geométricamente, un 
cuadrado de lado 2a, cuyo centro coincide con el punto (0,0). En R 3 , ] a 
es un “bloque” rectangular de lados o aristas todos iguales a 2a y cuyo 
centro es el punto (0, 0, 0) . 



Figura 3. Ilustración geométrica de un bloque centrado y cerrado en R 
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Aun cuando un bloque centrado y cerrado posee propiedades mucho 
más poderosas, la única que necesitamos ahora es la siguiente (véase el 
Ejercicio 31). 

Lema 2. Todo bloque centrado y cerrado en R * es precompacto. 

Demostración. Consideremos el bloque J a y sea e > 0. Tomemos un 
m £N tal que 

2 ak 

~<e. (1) 

m 

Tenemos que J a = Ii X I 2 X • • • X/ fe donde p = [ — a, a], i = 1, 2, • • •, &. 
Ahora bien, cada intervalo 7¿ dividámoslo en m partes iguales, es decir, 
fijemos los puntos 

2 a 2 a 2a 

— a, —a + — , — a + 2 — , • • — a + m - — = a 
m m m 


en cada obteniendo así una partición de 7¿ en los m intervalos cerrados: 


p = 


.2 a 

— a + ] — , — a + 



j = 0, 1, • • • , m — 1 . 


Formamos ahora los m* 1 productos cartesianos: 

pi x P 2 X ... X 7 ÍÍC , 

12 /C 


donde cada j¿ toma los valores 0, 1, • ••, m— 1. La unión de todos estos 
conjuntos es evidentemente ] a . 

En cada uno elegimos arbitrariamente un punto 

x^P 1 X ... X I’ k 

i k 

y consideramos la esfera abierta N(x;b). 

x = (*i, • • •, xjt) y tomemos un x' = (.v', • • •, x^) de I^ 1 X ■ ■ ■ X P k 

cualquiera. 

Para cada i = 1 


t rti 2a 2a 

x i3 x.£l. - - a + j . — , -a + (;¡ + 1) — 
m m J 
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lo cual implica que 

2 a 
vi 

Ahora bien, aplicando la desigualdad (b) y la (1), 

je 2 afc 

\\ x '~ -*11 < 2 \ x '.- Xi \ < — - < £. 
í=i * m 

O sea que x' £N(x; e) , es decir, I’ 1 X ... X V k dN{x; e) . De manera 
que ] a está contenido en la unión de las rn 1 ' esferas N(x; e) y es precom- 
pacto. # 

Para lograr un mayor entendimiento de la demostración del teorema 
precedente, la cual, no obstante, carece de dificultad conceptual alguna, 
se recomienda al lector efectuarla gráficamente en R 2 . Nótese que todo se 
limita a “cuadricular” a J a con suficiente “finura”, luego se encierra cada 
“cuadrito” en una esfera cuyo centro es cualquiera de sus puntos y radio e. 
Tales cuadritos son precisamente los productos I ¡1 X ... X I ih y todos ellos 

2<a¡ 

son cuadrados del mismo lado — . 

m 

Pasamos ahora a establecer la propiedad topológica resaltante de R*; 
es el recíproco del Teorema 1 de 4.2. 

Teorema 3. Todo conjunto acotado en R * es precompacto. 

Demostración. Sea A un conjunto acotado en R h . Tomemos el punto 
0 = (0,0, ...,0) (E R k y aplicando el Teorema 1 de 4.1, existe un número 
real a > 0 tal que 

ACN(9;a). 

Consideremos el bloque centrado y cerrado J a y veamos que N (0 ; a) C J a - 
En efecto, tomemos un punto x = {x 1} x 2 , ■■■,xi¡) £N(9;a) cualquiera y 
apliquemos la desigualdad (a) : 

1*«| < ||*|| = d{x,6) < a (i = 1, 2, • • k), 

lo que equivale a: 


|*i-*'[ < 


— a<x i <a {i = 1, 2, • • •, k). 
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O sea que 

x €/o y N{0; a) c/ a . 

Se deduce que 

ACJ a ; 

pero por el Lema 2, J a es precompacto y, en virtud del Teorema 2 de 4.2, 
A es también precompacto. 

En la demostración del teorema anterior, lo que se ha hecho es “circuns- 
cribir” un bloque /„ a la esfera N($; a). 

Tomando el Teorema 3 junto con el Teorema 1 de 4.2, podemos decir 
que, en R k , un conjunto es precompacto, si y sólo si es acotado o, lo que 
es lo mismo, ser acotado y precompacto son propiedades equivalentes en 
R ,: . Como se expresara anteriormente, este hecho será generalizado más 
adelante a espacios normados de dimensión finita y servirá además para 
caracterizarlos. 

Luego del Teorema 1 de 4.2 se dio un ejemplo de un espacio métrico 
discreto en el cual existía un conjunto acotado no precompacto. No obs- 
tante, todo espacio discreto es completo, lo cual nos dice que la completitud 
del espacio no basta para asegurar que todos sus conjuntos acotados sean 
precompactos. , 

Mediante la combinación de los Teoremas 2 y 3 obtenemos varios resul- 
tados topológicos de gran importancia. 

Corolario 3'. Todo conjunto acotado en R ,c es relativamente compacto. 

Demostración. Según el Teorema 3, todo conjunto acotado en R k es pre- 
compacto; pero R k es un espacio completo, por el Teorema 2, lo cual im- 
plica que todo conjunto precompacto es relativamente compacto (Teorema 
2 de 5.2). 

Teniendo en cuenta que, en cualquier espacio métrico, todo conjunto 
relativamente compacto es acotado, podemos decir que, en R k un conjunto 
es relativamente compacto si y sólo si es acotado. 

Corolario 3" (Heine-Borel) . Todo conjunto cerrado y acotado en R k es 
compacto. 

Se trata de una consecuencia tan inmediata del Corolario 3' que sobra 
toda demostración. Recordando los corolarios 1' y 2' de 4.3, válidos en todo 
espacio métrico, podemos decir que un conjunto es compacto en R k si y 
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sólo si es cerrado y acotado. Este resultado se dio a conocer antes de la 
aparición de espacios métricos generales y se atribuye a varios matemáticos 
ilustres de fines del siglo pasado y principios del actual, entre ellos, además 
de Heine y Borel, a Lebesgue. Naturalmente que las primeras demostra- 
ciones fueron directas, muy elaboradas y complejas, y no guardaban seme- 
janza alguna con el camino que hemos seguido aquí. 

También es muy famoso, importante y de la misma época el resultado 
siguiente. 

Corolario 3"' (Bolzano-Weierstrass) . Todo conjunto infinito y acotado 
en R k admite algún punto de acumulación. 

Demostración. Sea A un conjunto infinito y acotado en Ii k . En virtud del 
Corolario 3', A es relativamente compacto. Su clausura Á es pues compacta 
y, por tanto, BW (Teorema 3 de 4.3). Pero A es un subconjunto infinito 
de A, luego admite algún punto de acumulación (en Á) . 

5.5. RESUMEN DE RESULTADOS SOBRE COMPACIDAD 

Para este momento se ha establecido una variedad de resultados rela- 
cionados directa o indirectamente con el concepto fundamental de com- 
pacidad. Algunos son válidos en todo espacio métrico, para otros se requiere 
que el espacio sea compacto y algunas implicaciones sólo se verifican en 
R n . Consideramos oportuno mostrar ahora un resumen de todos esos resul- 
tados y de manera tal, que pueda servir de cómoda referencia. 

Hemos elegido la modalidad de un cuadro de implicaciones. En la pri- 
mera fila horizontal se listan diez propiedades que puede poseer un conjunto 
en un espacio métrico y esa lista se repite, en el mismo orden, en la primera 
columna vertical. 

La manera de utilizar el cuadro es la siguiente: Supongamos que que- 
remos averiguar si en un espacio métrico, todo conjunto con la propiedad 
A posee la propiedad B, donde A y B figuran entre los diez conceptos lis- 
tados. Es decir, se desea saber si la posesión, por parte de un conjunto, de 
la propiedad A implica la posesión de la B. Localizamos A en la primera 
fila horizontal y B en la primera columna vertical. Luego hallamos el 
cuadrado donde se intersectan la columna encabezada por A con la fila que 
comienza con B; es decir, el cuadrado de “coordenadas A, B”. En ese cua- 
drado aparecerá uno de cuatro símbolos: 

V significa que A —) B en todo espacio métrico. 

C significa que A =) B en todo espacio métrico completo ; pero la im- 
plicación no es, en general, cierta en un espacio incompleto. 
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R n indica que A =) B en R n \ pero no es siempre cierto en un espacio 
cualquiera, aun siendo completo. 

X significa que no todo conjunto con la propiedad A posee la B, ni 
siquiera en R n , mucho menos en un espacio cualquiera, aún siendo com- 
pleto. 

Asi pues, utilizando la tabla de la manera descrita, observamos que todo 
conjunto precompacto es acotado en cualquier espacio métrico (Teorema 1 
de 4.2). Análogamente, vemos que en un espacio completo todo conjunto 
precompacto es relativamente compacto (Teorema 2 de 5.2) y, como con- 
secuencia del Teorema 3 de 5.2, sabemos que ello no es cierto en espacios 
incompletos. 

Notamos que, en R n , todo conjunto acotado es precompacto (Teorema 
3 de 5.4) ; pero conocemos un ejemplo de conjunto acotado no precom- 
pacto en un espacio que por cierto, es completo. 
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Finalmente, para ilustrar el significado del símbolo X, observamos que 
no todo conjunto acotado es cerrado. Es muy sencillo proporcionar un 
ejemplo en R n . 

Se incita al lector, como ejercitación y repaso, a verificar la validez de 
las cien implicaciones del cuadro. Según el caso, se hará referencia a 
un teorema del texto o podrá deducirse de varios de ellos; con mayor fre- 
cuencia será necesario mostrar contraejemplos adecuados. 

Más adelante veremos que R n puede substituirse por espacio normado de 
dimensión finita. 


5.6. TEOREMAS DE CANTOR Y BAIRE 

En esta sección penetramos más- profundamente en la naturaleza de los 
espacios métricos completos mediante la demostración de dos famosos teo- 
remas, cuyas consecuencias son de largo alcance. Uno se atribuye a Cantor 
y el otro a Baire. 

El Teorema 1, frecuentemente llamado “Teorema de Intersección de 
Cantor”, proporciona una nueva caracterización de los espacios completos. 
Con objeto de abreviar su enunciado, conviene introducir antes una defi- 
nición. 

Se dice que un espacio métrico posee la propiedad de Cantor, si toda 
familia contable de conjuntos {A<¡, A u •••}, cada uno cerrado y no vacío, 
yn£N : An+iCAn e inf {8 (.4„) } = 0, tiene intersección no vacía. 

Nótese primeramente que de A n+1 CA n deducimos 8(yf n+ i) < S(A n ), o 
sea que la sucesión real 

{8 (¿o), 8 040, ..-,S(A n ), •••} 

es decreciente, lo cual implica que S(A „ ) — > inf (8 C4„) } = 0. 

CO 

Por otra parte, si designamos por A = D A n , se tiene que ACA n , 

n=o 

yn£N, de donde 8(^4) < S(A n ), implicando 8(v4) <inf{8(¿4 n )} = 0; 
pero como un diámetro no puede ser negativo, resulta 8 (.4) = 0. Luego, 
como A=jA<p, A está constituido por un solo punto (4.1). 

Teorema 1 (Cantor) . Un espacio métrico es completo si y sólo si posee 
la propiedad de Cantor. 

Demostración. Supongamos que el espacio ( E , d ) es completo y sea 
{A. 0 , Ai, • • • } una familia contable de conjuntos cerrados y no vacíos, 


V n £N : A mI CA n e inf (8 ( A n ) } = 0. 
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Construyamos una sucesión { x n } en (E, d ) tomando arbitrariamente un 
punto x n £ A n , para cada n £N, aprovechando que A n <j). 

Veamos que { x n } es de Cauchy. En efecto, dado e > 0, éste no puede 
ser cota inferior del conjunto {8(^4 n )}, lo cual implica que, para algún 
A v , S(A V ) < s. Ahora bien, yn, n' > v, A„CA V y A„'CA V , de donde 
x n , x n - £A V , lo cual implica 


d(x n ,x n ') < 8(T y ) < e. 

Como el espacio es completo, x n —■ * x. 

Tomemos un A m cualquiera. Por construcción, la sucesión {x m . x m ^. ■ ■ ■ } 
está en A m y es parcial de la { x n }, lo cual implica (Teorema 3 de 5.1) que 
también converge a a:. Pero entonces, en virtud del Corolario 2' de 5.1, x 
es punto de adherencia de A m y como éste es cerrado, x £ A m . 

co 

De manera que x£A m , ym £N, es decir x £ H A„ y dicha intersec- 

n=o 

ción no es vacía. 

Recíprocamente, supongamos que el espacio posee la propiedad de Can- 
tor y sea { x n } una sucesión de Cauchy. 

Consideremos la familia contable de conjuntos { A, 0 , A 1} • • • } tal que 
yn£N:A n es el rango de la sucesión {x ni x n+ i, ■ • • Evidentemente 
que ningún A n es vecío y que V n £N. Además, dado e > 0, 

existe un v £N tal que y n, rí > v : d ( x n * x n ' ) < a ; pero, por construcción, 
si x n ,x n ’ £A V entonces n, rí > v, de donde d{x n ,x n ') < e, lo cual implica 
8(A V ) < e . Se deduce pues que inf (8(^4„)} = 0. 

Tomemos ahora la familia contable de las clausuras {Á„, Á 1} •••}. Re- 
sulta entonces que cada A n es cerrado y no vacío, t Ci„, y n £ N y, como 
8(Á n ) — 8(A n ) (Lema 1 de 4.1), también inf (S(A„)} = 0. 

Luego, por hipótesis, existe un punto (único) 

00 

n A n . 

n= o 


Ahora bien, dado e > 0, debe existir Á v con 8 ( Á v ) < e. Pero x£Á v y, 
por construcción, yn > v : x n £A V C.Á V ; luego d(x n ,x) < 8(A V ) < e. 

O sea que x n — > x y ( E , d) es completo. 

Son muchas las situaciones en las que conviene hacer uso del teorema 
precedente. Por lo general se sabe que el espacio es completo y se emplea 
la propiedad de Cantor para demostrar algunas tesis. Muy rara vez se uti- 
liza la propiedad de Cantor para probar la completitud del espacio. No 
obstante, lo hemos hecho aquí para poner de manifiesto que sólo los espa- 
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cios completos poseen dicha propiedad y evitar así las interrogantes sin 
respuesta. 

Una hermosa y profunda aplicación del Teorema 1 la constituye el fa- 
moso resultado de Baire, cuyas consecuencias son muy ricas y aparecen en 
las teorías matemáticas más diversas y avanzadas. Teoremas fundamentales 
del Análisis Funcional, tales como el de la transformación abierta, de Banach- 
Steinhaus y otros, dependen del Teorema de Baire. También se aplica para 
demostrar la existencia de funciones continuas en un intervalo y que carecen 
de derivada en todos sus puntos. 

En el Teorema 3 de 2.7 se estableció que la unión de un número finito de 
conjuntos nada-densos es un conjunto nada-denso (por tanto, fronterizo, en 
virtud de P 5 de 2.7) ; pero nada pudo asegurarse si se trataba de un núme- 
ro infinito de ellos. El teorema siguiente (Baire) responde parcialmente la 
pregunta. Antes conviene adoptar nueva terminología que abrevie la cues- 
tión. 

Se dice que un conjunto en un espacio métrico es magro (también 
llamado de primera categoría), si es la unión en una familia contable de 
conjuntos nada-densos. Un conjunto que no es magro suele llamarse de 
segunda categoría. 

Es oportuno destacar que una esfera cerrada cualquiera N(x;r) no es 
un conjunto fronterizo, ya que siempre 

N(x; r) GN(x; r ) , 


lo cual implica que x es un punto interior de N(x;r). El interior de la 
esfera cerrada no es, pues, vacío y ésta no puede ser fronteriza, por P 6 
de 2.7. 

Conviene tener presente otro hecho. Sea A un conjunto no fronterizo 
y e > 0, entonces existe una esfera cerrada de radio menor que e conte- 
nida en A. En efecto, tomemos un x £A (P 6 de 2.7), luego existe un r > 0 
tal que N(x;r) C.A. Elijamos ahora un número real r x , con 0 < r t < mín 
{r, e}; entonces, como r, < r, 

N(x; ri) CN(x; r) CA 


y, además, r ± < e. 

Finalmente, sugerimos al lector mirar de nuevo el Lema 2 de 2.7 que 
será utilizado reiteradamente en la demostración que sigue. 

Teorema 2 (Baire) . Todo conjunto magro en un espacio métrico com- 
pleto es fronterizo. 
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Demostración. En el transcurso de la prueba emplearemos la letra C para 
designar una esfera cerrada, colocando subíndices para distinguir una de 
otra. 

Sea A un conjunto magro que supondremos no vacío, de lo contrario 
es fronterizo trivialmente. Luego, 

A = U A„, 

n= 1 


donde cada A n es nada-denso. 

Tomemos un conjunto cualquiera S abierto y no vacío. Existe una 
esfera cerrada C con CCS. 

Como A t es nada-denso y C no es fronterizo, el Lema 2 de 2.7 implica 
que C — A no es fronterizo; luego existe una esfera cerrada C r con 
Cj.CC — A,, cuyo radio es menor que -J, de donde 8(Ci) < 1. 

Procediendo por inducción, supongamos construidas las esferas cerradas 
C i, C 2 , ■ ■ ■, C n -i, tales que para i = 1, 2, •• •, n — 2: 

C i+1 CCi-A i+1 y 3 ( C ¡ ) < Vi- 

Aplicando de nuevo el Lema 2 de 2.7, C„_i — A n no es fronterizo; luego 
existe una esfera cerrada C n con C n C C',-i ~ A n , cuyo radio es menor que 
Van, O sea que 8(C„) < V«- 

En virtud del principio de inducción hemos construido una familia con- 
table {Cj, C 2 , ■••} de esferas cerradas tales que y n £N : C n+1 CC„ — A„ +1 , 
de donde C M CC„. 

Además, S(C n ) < 1 /«, lo cual se ve fácilmente que implica 

inf {8 (C re ) } = 0. 

Aplicando entonces el Teorema 1, sabiendo que el espacio es completo, 
debe existir algún punto (único) 


De aquí se deduce: 


CO 

x£ n c n 

n=i 


(1) x £C 1 CC' — A 1 , es decir, x£C, o sea, x£S. 

(2) Yn £N : Xn^CnCCn-j — An, áe donde x£A n , yn£N. 


Es decir, x ÍA. 
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(1) y (2) implican que x£S-A, de manera que S no está contenido 
en A. En resumen, A no contiene conjuntos abiertos no vacíos, o sea que 
A = <¡> y A es fronterizo, por P<¡ de 2.7. 

La colección de corolarios del Teorema 2 que enunciamos a continua- 
ción no es otra cosa que maneras equivalentes de expresar el teorema de 
Baire. No obstante, conviene destacar todas las formas en que se aplica. 

Corolario 1. Si el espacio (E, d) es completo, entonces E es de segunda 
categoría (no es magro) . 

Demostración. Si E fuese magro, E sería fronterizo de acuerdo con el 
Teorema 2, pero eso no es posible, por P 2 de 2.7. 

Podemos obtener un resultado más general aún, que incluye al Coro- 
lario 1 como caso particular. 

Corolario 2. Todo conjunto abierto y no vacío, en un espacio completo, 
es de segunda categoría. 

Demostración. Si el conjunto abierto fuese magro, sería fronterizo por el 
Teorema 2, pero ello implicaría, en virtud de P 7 de 2.7, que el conjunto es 
vacío. 

00 o 

Corolario 3. Si {E,d) es completo y E =U A n , entonces T n =¿<£ para 

n=o 

algún n £N. 

Demostración. á„ = $ es equivalente a que A n es nada-denso (P 8 de 2.7) 
y, si esto sucede para todo n £N, E es magro, lo cual contradice lo esta- 
blecido en el Corolario 1. 

Corolario 4. Si {A 1; A 2 , • ■ • } es una familia contable de conjuntos nada- 
densos en un espacio completo (E, d ) , entonces 

00 

E — U A„ (j). 

n - 1 


co co 

Demostración. E— U A n = <¡> implica E = U A„, o sea que E es magro, 

n=l n=l 

contradiciendo lo establecido en el Corolario 1. 
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Este último Corolario es de frecuente utilidad; nótese que generaliza 
el Ejercicio 22 del Capítulo II. 

Corolario 5. Si {B 1; B 2 , ■ ■ . } es una familia contable de conjuntos abiertos 

CO 

y densos en un espacio completo ( E , d ) , entonces D B n es denso. 

n= l 

Demostración. Consideremos la familia contable de conjuntos {Ai,A 2) - • ■ } 
tal que y n £N ; A n = E — B n . 

Cada A n es entonces cerrado y fronterizo (su complemento B n es abierto 
y denso), lo cual implica (P 4 de 2.7), que es nada-denso. Luego 


00 

U A n 

n - 1 

es magro y, en virtud del Teorema 2, fronterizo. 
Su complemento 


E - U A„ = C (E-A„) = n B n 

n= l n-l n=l 

* 

es, por lo tanto, denso. 

El siguiente resultado constituye una hermosa aplicación del teorema 
de Baire. Recuérdese (2.4) que un conjunto perfecto es aquel que coin- 
cide con su derivado, es decir que es cerrado y todos sus puntos son de 
acumulación. 

Teorema 3. Un conjunto perfecto A en un espacio (E, d ) , tal que el 
subespacio (A, d) es completo, no es contable. 

Demostración. En virtud del Corolario 1, A es de segunda categoría en 

(A,d). 

Tomemos un punto x£A cualquiera y consideremos el conjunto 
B = {x} constituido únicamente por x. Nótese que x £A' = A; luego, para 
todo número real r > 0, A fl N(x; r) contiene infinitos puntos distintos de x 
y es una esfera abierta en (A, d) (2.6). De manera que no existe esfera 
abierta (en ( A , d) ) de centro x contenida en B, es decir, x no es punto 

interior de B, lo cual implica que B = <¡> (en (A, d) ) , o sea que B es fron- 
terizo (P e de 2.7) y, además, cerrado, por contener un solo punto. Se 
deduce que B es nada-denso (P 4 de 2.7). 
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En resumen, todo conjunto constituido por un solo punto de A es nada- 
denso en el espacio completo ( A , d) . 

Ahora bien, siempre podemos expresar 

A = U { x }, 

xeA 


o sea que si A es contable, A es magro, lo cual es una contradicción. • 

Corolario 3'. Un conjunto perfecto y compacto en cualquier espacio mé- 
trico no es contable. 

Demostración. En virtud del Teorema 1 de 5.3, el subespacio constituido 
por el conjunto compacto es completo. # 

Corolario 3". Un conjunto perfecto en un espacio métrico completo no 
es contable. 

Demostración. Como el conjunto es cerrado, por ser perfecto, constituye 
un subespacio completo, en virtud del Teorema 3 de 5.3. • 

En particular, si un espacio (E, d) es completo y no contiene puntos 
aislados, E no es contable. Tal es el caso de la recta real, como se com- 
prueba fácilmente, de donde se deduce que el conjunto R de los números 
reales no es contable. Existen diversas demostraciones de este hecho; la 
más conocida se apoya en la representación decimal de los números reales. 
La dada aquí es, sin duda, particularmente elegante, y es consecuencia del 
teorema de Baire, cuyo carácter es decididamente topológico. 

Más general, se verifica con facilidad que un intervalo cerrado de ex- 
tremos no coincidentes es un conjunto perfecto en la recta real, se concluye 
entonces, por el corolario 3", que no es contable. 

Como consecuencia, cualquier intervalo de extremos no coincidentes 
no es contable, ya que contiene intervalos cerrados. 


5.7. LIMITES FUNCIONALES 

Procedemos a establecer y desarrollar el importante concepto de límite 
de una función en un punto. Preferimos presentar primero la definición 
precisa y luego interpretarla intuitivamente. 

Sean ( E , d) y (F, d') espacios métricos cualesquiera (iguales o distin- 
tos) y A un subconjunto de E. Consideremos una función / : A CIE — > F 
y un puijto a £ E de acumulación de A, es decir, a £ A'. 
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Se dice que un punto b £F es límite de f en a y se escribe 

lím f(x) = b. 

x->a 

Si a todo entorno T de b corresponde un entorno S de a tal que 

f[(S-{a})nA\CT, 

es decir, V* £ (ó 1 — {a}) H.4 t f(x) (¿T. 

También se dice que b es el limite de f cuando x tiende a a. 

Al punto a, que no tiene que pertenecer al dominio A de f, se le exige 
que sea punto de acumulación de A con objeto de que el conjunto 
(S—{a}) Fl A no resulte vacío, cualquiera que sea el entorno S de a. 

Pronto demostraremos que, de existir el límite b de / en el punto a , 
éste es único. 



Figura 4. Ilustración de la definición del limite: las imágenes de todos los puntos 
de la región sombreada están en T, con la posible excepción de la imagen de a. 


Nótese que, aun cuando a £A, la imagen /(«) no interviene en la defi- 
nición y puede muy bien diferir del límite b. 

Recordemos que, intuitivamente, el concepto de entorno traduce la idea 
de cercanía o proximidad al punto en cuestión. Así pues, la definición de 
que b es el límite de / en a significa que f(x) puede estar tan próximo a b 
como se desee, con sólo tomar x suficientemente cerca de a. 

Quizás el ejemplo más sencillo que puede presentarse es el de una fun- 
ción constante / : ACE — > F, donde y.r £A : f(x) = c, para un mismo 
c (¿F fijo. En este caso, para cualquier a £A', lím f(x) — c. En efecto, si 

x — i a 

T es un entorno de c, tomemos cualquier entorno S de a. En virtud de la 
definición de f, yx£(S—{a}) DA : f(x) = c £T. Se nota que cualquier 
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entorno S de a , da el resultado deseado, con independencia del entorno 
T de c. En general, no es de esperar que esto suceda; S dependerá de T. 

Volvamos al caso general de una función / : ACE->F y a (¿A'. Su- 
pongamos que lím f(x) = b. 

x-*a 

Ahora bien, dado un número real e > 0, la esfera abierta N(b; s) es 
un entorno de b. Existe entonces un entorno S de a tal que 

f[(S-{a))nA]CN(b; s ). 

Pero existe un 8 > 0 tal que N (a; 8) CS, de donde 


lo cual implica 


AHN^aiS) C(S-{a}) HA, 


pnV(íi;8)]CiV(6; £ ), 


que es equivalente a 


V* €A con 0 < d(x, a) < 8 : d'(f{x), b) < e. 

Recíprocamente, supongamos que a cada e > 0 corresponde un 8 > 0 
tal que 


yx£A con 0 < d(x, a) < 8 : d'(f(x), b) < e. (1) 

Sea T un entorno cualquiera de b. Debe existir un e > 0 tal que 
N(b;s) CZT. Por hipótesis, a e corresponde un 8 > 0, cumpliéndose la pro- 
piedad ( 1 ) ; pero ésta equivale a 

Vx^ADN^aiS) : /(*) £N{b;e), 

de donde se deduce 

pnv(a;8)]cr, 

siendo N(a; 8) un entorno de a. 

Resulta pues, que lim f(x) = b. 

x ->a 

En resumen, hemos obtenido la siguiente definición equivalente que 
tendrá apariencia más familiar para algunos lectores: 

b es límite de / en el punto a £A', si a cada s > 0 corresponde un 
8 > 0 tal que 
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yx £A con 0 < d(x , a) < S : d'(f{x), b) < e. 

En adelante emplearemos una u otra definición según convenga. 
Pasamos ahora a demostrar la unicidad del límite cuando éste existe. 
Es decir, si b es límite de / en el punto a, no existe otro punto en el espacio 
(F, d ') , distinto de b, que también satisfaga la definición. 

Teorema 1 . Sea f:AC.E-^F y a£A'. Si existe un punto b tal 
que lím f(x) = b, éste es único. 

Demostración. Supongamos que existe un b' £ F con b' b, que también 
satisface la definición del límite de / en a. 

Aplicando el Lema 1 de 4.3, existe un entorno 7\ de b y un entorno 
T 2 de b' tales que 

7\n:r 2 = <¿>. (i) 


Ahora bien, a T 1 corresponde un entorno S ± de a con 
/I(5 1 -{a})nA]CT 1 

yaL corresponde un entorno S 2 de a coq 

/[(^-{«}) nA]CT 2 . 

Por otra parte, S = 5iní¡ es un entorno de a (2.3) y (ó 1 — (a}) HA 
está contenido en (Si~ {a}) HA y en (S 2 — {a}) lo cual implica 

f[(S-{a})nA]CT 1 nr 2 ; 

pero (S — {a}) n A =jA <j>, ya que a£A’ y obtenemos una contradicción 
de (1). 

El teorema que sigue es de gran importancia y haremos frecuente uso 
de él. Establece una relación interesante, de doble implicación, entre el 
límite de una función en un punto y sucesiones convergentes. Para enten- 
derlo correctamente es preciso tener presente el Teorema 2 de 5.1 junto 
con la observación que sigue a su demostración. 

Teorema 2. Sea / : A CE -» F y a £ A'. 

1. Si existe lim f{x) = b , entonces, para toda sucesión [x n } en A, tal 

x->a 

que x n -» a, la sucesión {/(*„) } converge a b 
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2. Si para toda sucesión { x n } en A, con x„ —> a, {f(x„) } es convergente, 
entonces todas ellas convergen al mismo punto b y el límite de / en 
a existe y es igual a b. 

Demostración. 

1. Aplicando el Teorema 2 de 5.1, consideremos una sucesión {x n } en 
A, cuyos términos sean todos distintos de a y *»->«. Tomemos un 
entorno cualquiera T de b. Como lím f(x) = b, existe un entorno 

x->a 

S de a tal que 


yx£(S-{a})nA : f(x) £T. (1) 

Ahora bien, como x n — > a, al entorno 5 de a corresponde un v £ N tal 
que 

V n > v : x n £ S ■ 

pero ya que la sucesión está en A y todos sus términos son distintos de a, 
yn > v : x n £ (S— {a}) Ti A, 
lo cual implica, en virtud de (1), que 

yn>v: f{x n ) £T, 


o sea que f(x n ) -» b. 

2. Sean {x n }, { y n } sucesiones en A, ambas convergentes al punto a. 
Por hipótesis existen lím f(x n ) = p, lím f(y n ) = q. Se desea demos- 
trar que p = q. Con tal fin, consideremos la sucesión en A {x 0 , y„, 
Xi, y'i, • ■ ■ } la cual, evidentemente, converge al punto a; ello implica, 
de nuevo por hipótesis, que la sucesión {/(*o) ,f[y<¡) ,f(xi) ,f(yi) ,• • • } 
converge a algún punto z; pero las sucesiones {/(*„) }, { f(y n ) } son 
parciales de aquella y, por el Teorema 3 de 5.1, tienen el mismo 
límite z. Luego, en virtud de la unicidad del límite de una sucesión 

P = q = z- 

Designemos por b al límite común de todas las sucesiones {f(x n ) }, cu- 
yos términos son las imágenes de los de sucesiones {*„} en A con x„ — > a. 
Supongamos que no es cierto que lím f(x) = b. Entonces debe existir 
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algún entorno T de b tal que para todo entorno S de a existe siempre un 
punto 

x £ (S— {«}) HA con f(x) £T. 

Podemos construir una sucesión { x n } en A tal que para cada número 
natural n > 1 elegimos 

con f(x n ) £T. 

Es inmediato que x n — » a, ya que siempre d{x n ,a) < 1 j„; pero no es 
cierto que /(*„) — » b, contradiciendo lo establecido anteriormente. 
Concluimos que necesariamente lím f(x) = b. 

x~>a 

Si / : ACE — » F, a£A' y lím f(x) = b , no podemos asegurar que b 

x->a 

pertenezca al rango f(A) de /, mucho menos que b = f[a), aun cuando 
a£A; pero si se puede afirmar que b “no está lejos de f(A)”. En efecto 
y de manera precisa, dado un entorno T de b, existe un entorno S de a 
tal que 

V-v€ (¿'-{a}) DA : f(x) £T 

A 

pero f(x) £f(A) trivialmente, luego TC\f{A ) lo cual implica, por el 

Teorema 2 de 2.4, que 

b£j[A) 

y es equivalente, por el mismo teorema citado, a d'(b,f(A )) =0. 

Hemos visto que, intuitivamente, lím f(x) = b significa que f(x) pue- 

x-±a 

de aproximarse tanto a b como se quiera con sólo tomar x suficientemente 
próximo al punto a. Esto hace suponer que imágenes f(x), f(y) deben estar 
muy cerca una de la otra, por estar ambas bastante próximas a b, si x, y 
se hallan adecuadamente cercanos de a. Tal intuición es correcta, como 
veremos en seguida. 

Teorema 3. Si / : ACE — » F, a£A' y lím f(x) — b, entonces a cada 
e > 0 corresponde un entorno 5 de a tal que 

V*,y €($-{*}) : d'(f(x),f(y) ) < e. 

Demostración. Dado e > 0, consideremos la esfera abierta ¿V ( b ; e / 2 ) que 
es un entorno de b. Existe entonces un entorno S de a tal que 
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Luego, 


f[(S-{a})nA]CN(b;°¡ 2 ). 


yx,y£(S-{a})nA:f(x),f(y) £N{b^¡ 2 ), 


lo cual implica 

d'(f(x),f(y)) <d'(f(x),b) +d'{f(y),b) <e. 

Ocurre preguntarse la validez del recíproco del teorema precedente. Si 
las imágenes f{x), f(y) se acercan una a otra tanto como se quiera, con 
sólo tomar x,y suficientemente próximos al punto a, cabe sospechar que 
ello se debe a que se están aproximando a un cierto punto (el límite) . La- 
mentablemente, esta vez no sucede lo propio en el caso general. No obs- 
tante, si se exige que el espacio co-dominio (F, d') sea completo, entonces 
nuestra intuición es verificable. Estas consideraciones son muy similares a 
las que se hicieron en 5.2, en torno a la convergencia de sucesiones de Cau- 
chy, y la semejanza no es incidental, como podrá observarse en la demos- 
tración del teorema siguiente. 

Teorema 4. Sean / : A CE — > F, (F, d') completo, a £ A'. 

Si a cada e > 0 corresponde un entorno S de a tal que 

V*,y€(£-M)n;4 : d'(f(x),f(y)) < e, 
entonces existe el límite de / en el punto a. 

Demostración. Sea {*„} una sucesión en A, cuyos términos son todos dis- 
tintos de a y tal que x n — > a. Dado e > 0, existe, por hipótesis, un entorno 
S de a tal que 


Vx,y £ {S-{a}) ti A : d' (/ (x ) , / (y) ) < c. (1) 

Ahora bien, como x„ -> a, al entorno S de a corresponde un v £ N tal 
que vk > v : x n £S; pero la sucesión {x n } está en A y todos sus términos 
son distintos del punto a, luego 

V n > v : x n £ ( S — (a)) ti A. 

De allí que 

y n, n' > v : x n , x n > £ (S— {«}) fl^4, 
o sea que, por ( 1 ), d?(f{x„), /(*„<)) < e . 
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De manera que la sucesión {/(*„)} es de Cauchy y, como el espacio 
(F, d') es completo, converge. 

En virtud de la proposición 2 del Teorema 2, existe el límite de / en el 
punto a. 

La utilidad del teorema precedente, como el caso de sucesiones de 
Cauchy en un espacio completo, reside en que permite determinar la exis- 
tencia del límite sin conocerlo previamente. 

Los Teoremas 3 y 4 admiten un enunciado conjunto que puede consi- 
derarse como un criterio general de convergencia funcional; suele atribuirse 
a Cauchy. 

Sean / : A CE —> F, (F, d') completo, a£A'. f tiene límite en a si y 
sólo si a cada £ > 0 corresponde un entorno ó 1 de a tal que 

y y €(£-{*}) C ,4 : d' (/ (*) , / (y) ) < e. 

Nótese que, haciendo uso del concepto de diámetro de un conjunto, la 
condición puede expresarse más abreviadamente como 

S(f[(S-{a})nA]) <s; 

aunque no puede decirse que gana en sencillez. 

EJERCICIOS 

1. Demostrar que si se suprime de la sucesión {x„} un conjunto finito y 
arbitrario de sus términos y se conservan los restantes en el mismo 
orden relativo, se obtiene una sucesión parcial de { x n }. 

2. ¿Establece el concepto de sucesión parcial una relación de orden so- 
bre el conjunto de todas las sucesiones en un conjunto no vacío XI 
Justifiqúese la respuesta. 

3. ¿Establece el concepto de reordenación de términos una relación de 
equivalencia sobre el conjunto de todas las sucesiones en un conjunto 
no vacío X ? 

4. {.Yr¡}.> {yn} son sucesiones, en un espacio métrico, tales que el conjunto 
{n £N ¡ x n y n } es finito. Demostrar que ambas convergen al mismo 
límite o ambas carecen de límite. 

5. Demostrar que, si x„ -» x y A es el rango de {*„}, el conjunto A U {x} 
es compacto. 
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(, Sugerencia : Apliqúense directamente las definiciones de compa- 
cidad y límite.) 

6. Demostrar que el rango de una sucesión convergente es relativamente 
compacto. 

Dar un contraejemplo que revele que el recíproco no es cierto. 

7. Sea { x n } una sucesión en un espacio cualquiera (E, d ) . Supongamos 
que: 

a) el rango A de { x „ } es relativamente compacto y admite un único 
punto de acumulación z £E. 

b) para cada x £ A el conjunto {n £N ¡ x n = x} es finito. 

Demostrar que x n — > z. 

Probar que si {*„} es convergente y su rango es infinito, se cumple (a) . 
Dar un ejemplo de sucesión { x n } en el cual se cumple (a) y no (b) , 
pero x n — » z, y otro donde {x n } no converge. 

8. Sea {x„} una sucesión real que tiene limite x. 

Probar que si y < x, entonces existe un v £N tal que V« > v : 
y < x n . 

9. Sea {x, v } una sucesión real que tiene limite distinto de cero. Demos- 
trar que existe un v £ N tal que y n > v : x n tiene el mismo signo que 
el límite. 

10. En la recta real, x n — > x, y n -> y, x < y. Demostrar que existe un v 
tal que y n > v : x n < y„. 

11. En la recta real, x„ x, y n —¡> y, yn £N : x n < y n . Probar que x < y 
Dar un ejemplo en el cual x = y. 

12. { x „ ), {y n } son sucesiones en un espacio métrico. 

Probar las siguientes implicaciones: 

a) x n -> x, d ( x n , y n ) 0 =) y n -» x. 

b) x n x, y„-> x = ) d(x nj y„) — > 0. 

13. Demostrar que todo número real es el límite de una sucesión de tér- 
minos racionales. 

( Sugerencia : Corolario 2' de 5.1.) 
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14. Probar que una sucesión, cuyo rango es relativamente compacto, ad- 
mite una sucesión parcial convergente. 

15. {*„}, {}’„}, {z„} son sucesiones reales tales que: 

a) V” €N : x n < y„ < z n . 

b) Ifm x n = lím z n = x. 

Probar que {y n } converge y su límite es x. 

16. Se dice que una sucesión real {«„} es divergente si a cada k >0 co- 
rresponde un v £N tal que \fn > v : \x„ > k. 

En símbolos: x n — > oo. 

b) Pruébese que una sucesión divergente no puede ser convergente. 
a ) Proporciónese un ejemplo de sucesión real que no es convergente 
ni divergente. 

17. Probar que una sucesión real creciente, cuyo rango no está acotado 
superiormente, es divergente. 

18. Si A es un conjunto no acotado en la recta real, demuéstrese que 
existen sucesiones divergentes en At 

19. Demostrar que una sucesión real, cuyo rango no es acotado, admite 
una sucesión parcial divergente. 

20. Demostrar que toda sucesión parcial de una sucesión divergente es 
divergente. 

21. Demostrar que, si toda esfera cerrada en un espacio métrico es com- 
pacta, el espacio es completo. 

22. Demostrar que toda sucesión parcial de una sucesión de Cauchy es 
de Cauchy. 

23. Demostrar que las únicas sucesiones de Cauchy en un espacio métrico 
discreto son las semiconstantes. 

24. Demostrar que todo espacio métrico discreto es completo. 

25. Probar que una sucesión de Cauchy, cuyo rango es finito, es semi- 
constante. 
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26. Demostrar que el espacio métrico del Ejercicio 9 del Capítulo I es 
completo. 

27. Probar que el conjunto C de las sucesiones reales convergentes es ce- 
rrado en el espacio métrico del Ejercicio 9 del Capítulo I. 

28. Demostrar que el conjunto derivado (se supone no vacío) de un 
conjunto precompacto en un espacio completo, es compacto. 

(29) Sea S un conjunto denso en el espacio ( E, d ), tal que toda sucesión 
de Cauchy en S es convergente (no necesariamente en S). Demostrar 
que ( E , d) es completo. 

30. Probar que, si todo conjunto cerrado y acotado de ( E , d) constituye 
un subespacio completo, entonces (E, d ) es completo. 

31. Demostrar que un bloque centrado y cerrado en R n es compacto. 

32. Sea [A l0 , A u •••} una familia contable de conjuntos no vacíos en R n , 

tal que A 0 es acotado y yk £ N : A k es cerrado y A k+1 C A¡¡. 

00 

Demostrar que D Af, es cerrado y no vacío. 

k = o 

( Sugerencia : Corolario 3'" de 5.4.) 

33. Sea { x n } una sucesión en la recta real cuyo rango R 0 es acotado. 
Definamos la familia contable de conjuntos {i? c , R u • • ■ } tal que 
\n (¿N : R n es el rango de la sucesión {x n , x^i, • • •}. 

Construyamos un par de sucesiones reales {y»), { z n } tales que 

V n £ IV : y n = inf R n , z n = sup R n . 

Demuéstrese que ambas convergen. 

Límites inferior y superior de oscilación de {.*„} se definen y se escriben 
respectivamente 

lím x n = lím y n , lím x n = lím z„. 

Probar que {x n } es convergente si y sólo si sus límites de oscilación 
son iguales, en cuyo caso, ése es el límite de {x n }. 

(Sugerencia: Examínese la demostración del Teorema 1 de 5.4.) 

34. Con el mismo planteamiento y notación del ejercicio anterior, demués- 
trese: 
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a) A — fl í, no es vacío. 

n=o __ 

b) lím x n = inf A, lím x n == sup A. 

35. Probar que toda sucesión en R” cuyo rango sea acotado, admite una 
sucesión parcial convergente. 

36. El espacio (E, d ) es tal que toda familia contable de esferas cerradas 

{N{x x -, r- l ),N{x 2 ] r,,), • • N(x n ; r„), • . •}, 

con r„~ > 0 y N(x n + i; r ^+i) CN(x n ; r n ), \n > 1, tiene intersección no 
vacía. 

Probar que (E, d) es completo. 

37. Probar que la unión en una familia contable de conjuntos magros es 
un conjunto magro. 

38. Sea / : A CE —> R, a £A' y existe lím f(x) = b. 

x~>a 

Demostrar que, si b < c, entonces existe un entorno ó 1 de a tal que 
Y x £ (S— {a}) D k : f(x) < c. 

39. Sea / : dC£->i?, a £A' y existe lím f(x) = b. 

x-*a * 

Probar que, si b 0, existe un entorno ó 1 de a tal que 
V* € {S— {<*}) n A : f(x) 
tiene el mismo signo que b. 

40. Sean f,g : ACE -> R, a £A' y existen lím f(x) = b ly lím g(x) — b 2 . 

x-±a 

Demostrar : 

a) Si b x < ¿7(2, existe un entorno ó de a tal que 

V* € (£-{«}) Hd : f(x) < g(x). 

b) Si para un entorno S de a se cumple que 

V* € (S- {a}) ni : f(x) < g(x), 


entonces b x < b 2 . 
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41. Sean /, g, h : AOE -» R, a£A' y lím f(x) = lím h(x) = b. 

x ~» u x->a 

Probar que, si 

V-v £A : f(x) < g(x) < h(x), 
entonces existe lím g(x) y es igual a b. 

x-*a 

42. Sea / : ACR F, donde A no está acotado superiormente. Se dice 
que b £F es límite de / en + oo y se escribe lím f(x) — b si a cada 

a?-»+oo 

entorno T de b corresponde un k > 0 tal que 
yx £A con .v > k : f(x) £T. 

Adecúense a esta definición los enunciados de los Teoremas 1, 2, 3 y 4 
de 5.7 y demuéstrense. 

43. Interpretándose una sucesión { x n } en (E, d) como una función 
/ : NCR -> E, donde f(n) = x n , V n £N, demuéstrese que 

lím x,¡ = lím /(n). 

71 '•>+ 00 

(Téngase presente la definición del ejercicio anterior.) 

44. Demostrar que todo subconjunto de un conjunto magro es magro. 

45. Probar que, en la recta real, el conjunto de los números racionales 
es magro y el de los irracionales es de segunda categoría. 

46. A y B son conjuntos en un espacio métrico cualquiera tales que A es 
abierto y AC\B es magro. Demostrar que ÁC\B es magro. 

(i Sugerencia : Teorema 1 de 2.7.) 

47. A es abierto, C es compacto y COA. Demostrar que existe un r > 0 
tal que y x £C : N{x¡ r) O A. 

( Sugerencia : Reducción al absurdo.) 



CAPITULO 


Continuidad 


6.1 CONTINUIDAD EN UN PUNTO 

La idea de continuidad constituye, sin duda, uno de los conceptos capi- 
tales de la Topología y el Análisis. El sentido intuitivo del término lo po- 
seemos todos de una manera imprecisa y su aparición en el ámbito de la 
ciencia y la filosofía se remonta a la época de los griegos. Como suele 
suceder con las nociones más primitivas de la mente humana (número 
natural, límite, tiempo, fuerza, etc.), el esclarecimiento y formulación pre- 
cisa de la idea de continuidad, al menos en la Matemática, tardó cientos 
de años. Tan sólo en la segunda mitad del siglo pasado se comienza a 
vislumbrar una definición satisfactoria. De entonces al presente, el concep- 
to matemático ha adquirido la más completa claridad y depuración, acom- 
pañadas de una gran abstracción y generalidad. 

Iniciamos con la definición de continuidad de una función en un punto. 
Este caso aparenta no tener mucha relación con nuestra intuición sugerida 
por el vocablo, pero la correspondencia se hace más estrecha cuando tra- 
tamos la continuidad de una función en un conjunto, particularmente si es 
conexo. 

Sean (£, d) y (F, d ') espacios métricos cualesquiera y A un subcon- 
junto de E. 

Consideremos una función / : AGE — > F. 
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Se dice que f es continua en el punto a £A si a todo entorno T de f(a) 
corresponde un entorno S de a tal que 

f(SnA)CT, 

es decir, 

: /(*) £T. 

Nótese que S C\A <¡>, ya que al menos agóTl^. 

Recordando la interpretación intuitiva de entorno, la definición indica 
que / es continua en a £A si f(x) se acerca a f(a) tanto como se quiera, 
con sólo tomar x lo bastante próximo al punto a. Salta a la vista la seme- 
janza con el concepto de límite de / en a y, en efecto, existe una relación 
muy estrecha que será dilucidada en el Teorema 1. 

Quizá el ejemplo más sencillo es el de una función constante / : ACE-+F 
tal que \?x, y £A : f(x) = f (y) = b. Se comprueba de inmediato que / es 
continua en todo punto a £A. En este caso cualquier entorno de a satisface 
la definición, sin importar cuál sea el entorno de f(a ) = b. 

Consideremos la función idéntica j:ACE —> E, tal que Va 6 A 'j(x) = x, 
y tomemos un a £A cualquiera. Dado un entorno T de j(a) — a, tomamos 

el entorno T de a y se verifica trivialmente 

* 

j(TDA) = THAGT. 

De manera que j es continua en todo punto de A. 

Volvamos al caso general de una función / : ACE -^F y supongamos 
que es continua en a £ A. 

Dado e > 0, N(f(a ) ; e) es un entorno de f{a), luego existe un entorno 
£ de a tal que 

f(SDA) CN(f(a) ; e), (1) 

pero a £S y S es abierto, por tanto existe un S > 0 con 

N(a: S) C S, 

lo cual implica, en virtud de (1), que 

f[AnN(a-,S)]GN(f(a);e), 

pero esto equivale a 


yx £ A con d(x, a) < S : d'(f(x),f(a ) ) < e. 


( 2 ) 
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Recíprocamente, supongamos que a cada e > 0 corresponde un 8 > 0 
tal que se verifica (2) y demostremos que / es continua en a. En efecto, 
dado un entorno T de f(a), existe un e > 0 tal que 

N(f(a);e)CT, 

pero, en virtud de nuestra suposición, a e corresponde un S > 0 para el 
cual se cumple (2). Por otra parte, sabemos que (2) es equivalente a 

f[N(a;8)nA]CN(f(a);s) 

de donde 

f[N(a;S) HA]CT 

y, teniendo en cuenta que N (a; 8) es un entorno de a , / es continua en a. 

En resumen, hemos obtenido una definición equivalente a la dada: 
/ : ACE — > F es continua en el punto a £A si y sólo si a cada s > 0 
corresponde un S > 0 tal que 

V* con d(x, a) < 8 : d'(f(x) ,f(a ) ) < e. 

En adelante emplearemos una u otra definición según convenga a cada 
caso. 

Ya hemos observado la analogía existente entre los conceptos de con- 
tinuidad en un punto y límite de la función en ese punto. El siguiente 
teorema revela, de manera precisa, la relación entre ambos. 

Teorema 1. Sea / : A CE — » F y a £A. 

1. Si a es punto aislado de A (a £A—A'), entonces / es continua en a. 

2. Si a es punto de acumulación de A (a £ADA'), entonces / es con- 
tinua en a si y sólo si Iím f(x) — f(a) . 

x-*a 


Demostración. 

1. Como a£A— A’, existe un entorno S x de a tal que 

SifU = {a}. 

A todo entorno T de /(a) hacemos corresponder el entorno de a y se 
verifica : 
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f(S 1 HA) = (f(a)}CT. 


f es, pues, continua en el punto a. 

2. Supongamos que / es continua en el punto a £ A D A'. Luego, dado 
un entorno T de f(a), existe un entorno S de a tal que 

f(SHA) CT. 

Pero, como a £ A', 

<f,^(S-{a}) nACSCiA, 

de donde 

f[(S-{a))nA]CT, 

es decir 


lím f{x) = / {a). 
x-*a 


Recíprocamente, a £ ADA' y lím f(x) — f(a). Demostremos que / es 

x->a 

continua en a. Dado un entorno T de /<(«), existe un entorno S de a tal 
que 

f[(S-{a))nA]CT, 

pero f(a) £T, luego también f(SC\A) C.T y / es continua en el punto a. 


Como consecuencia inmediata del teorema precedente observamos que 
si ( E , d ) es un espacio métrico discreto, entonces toda función / : ACE-+F 
( (F, d’) es cualquiera) es continua en todo punto de A, ya que cada punto 
de E es aislado. 

Veamos ahora cómo se relaciona la continuidad en un punto con suce- 
siones convergentes. 

Teorema 2. Sea / : ACE — » F y a £ A. f es continua en el punto a si y 
sólo si para toda sucesión { x„ } en A. con » a, f(x n ) f(a) . 

Demostración. Antes que nada nótese que a£Á, lo cual implica, por el 
corolario 2' de 5.1, que existen sucesiones {,r n } en A con x n — » a. 

Supongamos que / es continua en el punto a y sea {.r„) una sucesión 
en A con x n — » a. 
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Dado un entorno T de f(a), existe un entorno S de a tal que 

f(SHA)CT. (1) 

Pero al entorno S de a corresponde un v £N tal que y n > v : x„ £S. Por 
otra parte, como la sucesión {*„} está en A, también x n £A. En resumen, 

\?ti v : x„£Sn^4, 

lo cual implica, en virtud de (1), que 

V« > v : f(x n ) 6 T, 

es decir, 

f(Xn ) ->/(«)• 

Recíprocamente, supongamos que para toda sucesión {*,,} en A, con 
x n -* fi x n) ~*f( a )- 

Si a£A — A', la proposición 1 del Teorema 1 nos dice que / es continua 
en a y no hay más nada que probar. 

Consideremos pues que a £ A fl A' ; entonces, por aplicación directa de 
la proposición 2 del Teorema 2 de 5.7, la hipótesis implica que lím f(x) = 

x~>a 

f(a) y / es continua en el punto a por la proposición 2 del Teorema 1. • 

El resultado que sigue, cuya demostración es inmediata, probará ser 
de mucha utilidad. 

Teorema 3. Sean ( E, d ), ( F,d ') , ( G,d ") espacios métricos, / : A C E—*F, 
g : BGF^G con f(A ) CB. 

Si para a £ A’ existe lím / (x) = b, b £ B y g es continua en b, entonces 

x->a 

lím gcf{x) = g{b). 


Demostración. Se exige que f(A) CB con objeto de poder considerar la 
función compuesta 

g ° f '• ACE — ^ G. 

Tiene, pues, sentido pretender calcular el límite de g o / en a € A'. 

Sea U un entorno de g(b) . Como g es continua en b (¿B, existe un 
entorno T de b con 


g(TnB)CU. 


( 1 ) 
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Por otra parte, lím f(x ) — b, de manera que al entorno T de b correspon- 
de un entorno S de a tal que 


pero es evidente que 


luego. 


f[(S-{a})nA]CT, 


f[(S-{a})nA]Cf(A)CB, 


f[(S-{a})nA]GTnB, 

lo cual implica, teniendo en cuenta ( 1 ) : 

£,/[(£-{«}) n4]c£(rn£)c[/. 

De manera que, por definición, lím g°f(x ) = g(b). 

x->a 


Refiriéndonos al enunciado del teorema precedente y recordando lo 
establecido en 5.7, sabemos que 


b£f(A); 

o sea que, si se adopta la hipótesis f(A) G B, quedan implicadas las condi- 
ciones f{A) G B y b dB. No obstante, se restaría algo de generalidad. 

Del Teorema 3 obtenemos una consecuencia tan sencilla como impor- 
tante. Se puede describir de manera sugestiva diciendo que el compuesto 
de funciones continuas es una función continua. 


Teorema 4. Sean ( E , d), (F, d ') , (G, d") espacios métricos, / : A GE-^F, 
g : BGF-+G con f(A) GB. 

Si / es continua en el punto a£A y g es continua en /(a), entonces 
g o / es continua en a. 

Demostración. La hipótesis f(A) GB nos permite considerar la función 
compuesta 


g ° f : A GE G. 

Si a es un punto aislado de A, la proposición 1 del Teorema 1 nos dice 
que g o / es continua en a. 
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Supongamos que a £ A Pl A', entonces, de acuerdo con la proposición 2 
del Teorema 1 y la continuidad de / en a , 


lím f{x) = f(a) . 

x->a 


Por hipótesis, g es continua en f(a) ££, luego, en virtud del Teorema 3, 

lím g°f{x) = g[f{a)] = g°f(a), 

x~*a 

lo cual implica la continuidad de g • / en a por la proposición 2 del Teo- 
rema 1. 


6.2. CONTINUIDAD EN UN CONJUNTO 

Una propiedad de una función en un punto, tal como poseer límite 
o ser continua en el sentido dado en la sección anterior, se denomina local o 
puntual. Las propiedades más interesantes y, por lo general, más difíciles 
y profundas son las que afectan a la función en todo un conjunto de pun- 
tos; éstas se llaman globales. 

Aquí estudiaremos el comportamiento de una función continua en todos 
los puntos de su dominio. Más adelante veremos lo que sucede al imponer 
condiciones adicionales a ese dominio: compacto, conexo, etc. Se trata, 
pues, del estudio de la continuidad global. 

Sea / : ACE — > F. Decimos que / es continua en el conjunto A si / es 
continua en todo punto de A. 

Vimos en 6.1 que si / es constante en A, entonces / es continua en A. 

También en 6.1 se estableció que la función idéntica j : ACE — » E, 
tal que y.r £A : j(x) = x, es continua en A. 

Consideremos el espacio métrico ( E,d ) y un punto cualquiera a £E. 
Definamos la función 


f-.E^R, 

donde R es el conjunto de los números reales provisto de la métrica usual 
(Ejemplo 2 de 1.1), tal que 

V* ££ : f(x) = d[a, x ) . 

Tomemos un x, 0 (jE genérico y veamos que / es continua en x 0 . En virtud 
del Lema 1 de 1.1, resulta 
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V*££ : | d(x,a) —d(x<»a) | < d(x,x 0 ), 

es decir, 

V* £E : \f(x) — / ( ) | < d(x,x 0 ). 

De manera que, dado s > 0, basta con tomar 8 = e y se verifica 


V* 6-E con d(x,x 0 ) < e : |/(*) — /(*<>) | < e. 

O sea que / es continua en x a y, como éste es un punto cualquiera de E, 
f es continua en E. 

Más general, sea A un conjunto no vacío en (E, d) . Definamos la 
función 

g : E->R 

tal que 

V* €£ : g(x) = d(x. A) . 

Tomemos un x ü £E cualquiera y, según lo establecido en 1.2, 

V* €£ : \d{x,A) —d{x o, 4) ¡ < d(x, x„), 

i 

es decir, 

Vx£E : |§(a) -£(*«) | < d{x,x 0 ). 

O sea que, razonando de manera idéntica al ejemplo anterior, concluimos 
que g es continua en E. 

Gomo consecuencia inmediata del Teorema 4 de 6.1 obtenemos el si- 
guiente e importante. 


Teorema 1. Sean ( E,d ), ( F,d '), ( G,d ") espacios métricos / : ACE-+F, 
g : BCF^G con f(A) CB. 

Si / es continua en A y g es continua en f{A), entonces g » / es conti- 
nua en A. 

Demostración. De acuerdo con el Teorema 4 de 6.1, si / es continua en 
a (¿A y g es continua en f(a), entonces la función compuesta g o / es con- 
tinua en a . Pero, como, por hipótesis, esto sucede para todo punto de A, 
g ° f e s continua en A. 

Procedemos ahora a establecer el resultado fundamental de esta sección, 
cuyas consecuencias son de largo alcance. Nos proporciona tres propieda- 
des, cada una de las cuales caracteriza la continuidad global de la función. 
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Teorema 2. Sea / : AGE F. 

Las siguientes propiedades son equivalentes: 

1. / es continua en A. 

2. Si T es un conjunto abierto en ( F,d'), entonces j~ x {T) es abierto 
en el subespacio (A, d) . 

3. Si T es un conjunto cerrado en ( F,d '), entonces f _1 (T) es cerrado 
en el subespacio (A, d) . 

4. Para todo conjunto S con ,9 C A se verifica 

}(Ans)cJ(S). 

Demostración. Estableceremos las equivalencias demostrando la cadena 
de implicaciones: 

1 =) 4 =) 3 => 2 =) 1. 

1 =:} 4) / es continua en A y tomamos un S con SGA. Si S es vacío 
también lo son A fl S, f(AHS) y f(S), y la inclusión en 4 se verifica tri- 
vialmente. 

Supongamos, pues, que S no es vacío y tomemos un x 6 A fl S cualquiera, 
Debido a que x £S, existe una sucesión {*„} en S (por tanto en A, ya 
que ÓC-d) con x n —> x (corolario 2' de 5.1). Pero / es continua en 
x lo cual implica, en virtud del Teorema 2 de 6.1, que f{x n )—>f{x). 

Ahora bien, la sucesión {*„} está en »S', luego la sucesión {/(*«)} está 
en f(S) y, de nuevo por el corolario T de 5.1, 

/(*) € 7 ( 3 ). 

En resumen, 

Vx€An5: f{x) £f[S)> 

lo cual equivale a 

f(Ans)cñs). 

4 — ) 3) Para todo S con S C A : ¡(ADS) Gf(S ) . 

Sea T un conjunto cerrado en (F, d ') . Se tiene entonces que / _1 (T) C A 
y, en virtud de la hipótesis, 

f[AnJ-^T)]Gf\pdjf)]GT = T, 

de donde 


Anf-^T) Gf-'iT). 
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Pero 

f-'iT) = Anf^(T) CAnFJT) ; 

luego 

r(T) = AnTW) 

y, por el Teorema 2 de 2.6, f~'(T) es cerrado en el subespacio ( A , d) . 

3 ==) 2) La imagen inversa, bajo f, de todo conjunto cerrado en ( F , d ') 
es cerrada en el subespacio (A,d). 

Sea T un conjunto abierto en ( F, d' ) ; luego F—T es cerrado en 
(F, d') (corolario 3' de 2.4) y, en virtud de la hipótesis, / J (F - T) es 
cerrado en el subespacio (A, d) . Pero el lector comprobara con facilidad 
que 

r(F-T) = A-r(T), 

lo cual implica, de nuevo por el corolario 3' de 2.4, que f~ x (T) es abierto 
en el subespacio (A, d) . 

2 =) 1) La imagen inversa, bajo f, de todo conjunto abierto en (F, d') 
es abierta en el subespacio (A, d) . 

Tomemos un punto x F.A cualquiera y sea T un entorno de f(x) . Como 
T es abierto en ( F,d '), /’ 1 (T) es abierto en el subespacio (A, d) , por 
hipótesis. Luego, en virtud del Teorema 1 de 2.6, existe un conjunto S, 
abierto en (E, d) con 

f-'iT) = SHA, 

de donde 

f (S Pi A) C.T 

y ó es un entorno de x, ya que, evidentemente, x £ / _1 (T) = SHA. 

Se concluye que / es, por definición, continua en el punto x y, como 
éste es cualquiera, / es continua en A. 

Es interesante obscervar que la inclusión que aparece en 4 del Teorema 
precedente es equivalente a 


f( A ns)=f(S). (i) 

En efecto, si se cumple (1) tenemos 

f(Ans) cf(Ans) =f(S). 
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Por otra parte, como S C A, 

s = AnscAns, 


luego 


f(S)cf(Ans) c f(S), 


suponiendo que se cumple la inclusión de 4, y clausurando obtenemos 


f(S) cf(Ans)cf(S), 

lo cual implica ( 1 ) . 

En cuanto a las propiedades 2 y 3, nótese que se refieren a imágenes 
inversas de abiertos y cerrados. Es falso que la imagen directa, bajo una 
función continua, de un conjunto abierto es abierta, en general, y lo mismo 
vale decir para conjuntos cerrados. 

Sea, por ejemplo, la función <p de la recta real en sí misma tal que 

y.x£R : tp(x) = d(. r, 0) = |*|. 

Sabemos que <p es continua en i?; no obstante, la imagen, bajo y, del 
conjunto abierto ( — 1, 1), es el intervalo [0, 1) que no es abierto. 

Designemos por R t al espacio métrico constituido por el conjunto de 
los números reales provisto de la métrica discreta. Ya sabemos que toda 
función cuyo dominio sea R, es continua en él, en particular la función 
idéntica j : R ± R, cuyo espacio co-dominio es la recta real. Ahora bien, 
todo conjunto de números reales es abierto y cerrado en R t ‘, tomemos uno 
A que no sea cerrado en la recta real, entonces A es cerrado en R 1} pero 
su imagen j(A) ~ A no es cerrada en R. Hemos podido razonar de manera 
análoga en relación a conjuntos abiertos. 

Consideremos ahora la función idéntica h : R —> R ± . Es muy fácil com- 
probar que h no es continua en ningún punto de R. No obstante, si A es 
un conjunto abierto (cerrado) en R, su imagen h (A) — A es abierta (ce- 
rrada) en i?!. O sea que tal propiedad no implica la continuidad de la 
función. 

Conviene destacar un par de consecuencias inmediatas del Teorema 2, 
las cuales permiten caracterizar la continuidad de funciones en conjuntos 
abiertos y cerrados. 

Corolario 2'. Sea / : ACE^F, donde A es abierto. / es continua en A 
si y sólo si para todo conjunto T, abierto en ( F,d '), (T) es abierto en 

(E,d). 
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Demostración. Según el Teorema 2, / es continua en A si y sólo si para 
todo conjunto T, abierto en ( F,d '), / _1 (T) es abierto en el subespacio 
(A, d) . Pero, como A es abierto, resulta (véase 2.6) que un conjunto es 
abierto en (A, d) si y sólo si es abierto en (E, d) . 

Corolario 2". Sea / : ACE — » F, donde A es cerrado. / es continua en 
A si y sólo si para todo conjunto T . cerrado en (F, d'), f~ l {T) es cerrado 
en ( E , d ) . 

Demostración. Idéntica al Corolario 2', substituyendo abierto por ce- 
rrado. 

Si / : E — » F es biyectiva y continua en E, no es necesariamente cierto 
que la función inversa f* 1 : F — » E sea continua en F. Tal es el caso de las 
funciones j, h definidas anteriormente : j es continua y biyectiva en Ri en 
tanto que su inversa h no es continua en punto alguno de R. 

Si / : E — » F es biyectiva y continua en E con inversa / -1 continua en F, 
decimos que / es un homeomorfismo y que el espacio (E, d) es homeo- 
mórfico al ( F,d '). 

Es rutinario demostrar que el homeomorfismo, visto como relación bi- 
naria en la clase de todos los espacios métricos, es una relación de equiva- 
lencia. Se deja la comprobación al lector. 

Considerando una biyección / : E —> F, la aplicación directa del Teo- 
rema 2 a / y f' 1 nos indica que / es un homeomorfismo si y sólo si la imagen 
(bajo /) de todo conjunto abierto en E es abierta en F y la imagen inversa 
de todo abierto en F es abierta en E. Criterio igualmente válido obtenemos 
substituyendo el término abierto por cerrado. 

Vemos, pues, que entre espacios homeomórficos existe una corresponden- 
cia biunívoca entre los abiertos de uno y los abiertos del otro, ocurriendo 
lo mismo para los cerrados. Se deduce que toda propiedad de un espacio, 
que pueda formularse únicamente en términos de conjuntos abiertos y ce- 
rrados, es compartida por cualquier espacio homeomórfico con él. Esta 
consecuencia le confiere al homeomorfismo una importancia fundamental 
en Topología General. 

Por el contrario, propiedades del espacio que dependan directamente 
de la métrica, tales como conjunto acotado, sucesiones de Cauchy, etc., no 
se corresponden en espacios homeomórficos. 

El Teorema 2 (4) proporciona una elegante caracterización de homeo- 
morfismo (véase el Ejercicio 19). 

Espacios isométricos (1.3) son evidentemente homeomórficos, como pue- 
de verificarse de inmediato, pero es claro que lo contrario no es cierto, en 
general. La isometría es, pues, una relación de equivalencia más poderosa 
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que el homeomorfismo, aunque demasiado restrictiva. Más adelante intro- 
duciremos una nueva equivalencia intermedia entre ambas y adecuada a 
espacios métricos. 

Muchas situaciones en Análisis y Topología plantean la necesidad de 
“extender” una función continua a un dominio “más grande” y conviene 
averiguar cómo y bajo qué condiciones esto puede hacerse. Precisemos el 
concepto. Sea / : A CE — » F continua en A y A CB; una extensión continua 
de f a B es una función g : BCE—>F continua en B y que coincide con 
/ en A, es decir, yx £A : g(x) = f(x). Se trata no sólo de determinar la 
existencia de g sino también su unicidad. 

Son muchos y, con frecuencia, difíciles los teoremas de extensión. Aquí 
nos ocuparemos de la extensión de una función continua a la clausura de 
su dominio. Antes debemos establecer un par de lemas. 

Lema 1. Sean f,g : ACE — » F continuas en A. 

El conjunto 

B={x£A\f(x) = g(x)} 


es cerrado en el subespacio (A, d) . 

Demostración. Definamos una función auxiliar h : ACE -> R tal que 


V*€A : h{x) = d'{f{x),g(x)). 

Demostraremos cjue h es continua en A comprobando su continuidad en un 
punto cualquiera a £ A. 

Dado e > 0, como / y g son continuas en a, podemos hallar un 8 > 0 
tal que 


con d(x,a) < 8 : 

d '(fW,f(a)) < e / 2 , d'(g{x),g(a )) < e / 2 . 

Aplicando ahora el lema 1 de 1.1, tenemos que yx £A con d(x,a ) < 8 : 

\h(x)~h{a)\ = [ d'(f{x),g(x)) ~d'{f{a),g(a))\ < 
<d'(f(x),f(a)) + d'(g(x),g(a)) < e . 

h es, pues, continua en A. 

Por otra parte, podemos expresar 

B = {x£A\h(x) = 0} = /¡-'{O}, 
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pero el conjunto {0} es cerrado en la recta real, luego, por el Teroema 2, 
(3), B es cerrado en el subespacio (A, d). 

Lema 2. Si f, g : Á CE -» F son continuas en Á y coinciden en A(yx £A : 
f ( x ) = g(x)) entonces coinciden en Á (yx£A : f(x) = g(x)). 

Demostración. En virtud del lema 1, el conjunto 

B = {xeA\f(x) = g{x)} 

es cerrado en el subespacio ( A,d ), pero como Á es cerrado, entonces B es 
cerrado en (E, d) (véase 2.6). 

La hipótesis implica que AC.B, de donde ÁC.B (sabiendo que B es ce- 
rrado), pero, en todo caso BCÁ. Tenemos pues que B = A. 

Estamos ahora preparados para demostrar el siguiente e importante 
teorema. En él se proporciona una condición necesaria y suficiente para la 
existencia de la extensión de una función continua a la clausura de su 
dominio y la unicidad de la misma. Nótese que el teorema indica, además, 
cómo construir la extensión continua. 

Teorema 3. Sea f:ACE-^>F continua en A. Existe una función 
g : AGE — > F continua en i y coincidente con / en A ( yx £A : g(x) = 
f(x) ) si y sólo si existe lím f(x) , para todo a £A'. 

X -*a r 

La función g, de existir, es única. 

Demostración. Supongamos que existe la función g del enunciado y sea 
también h : ÁdE-^F continua en i y coincidente con / en A. Sucede 
entonces que yx(¿A : g{x) = h(x) = f{x), es decir, g y h coinciden .en 
A, lo cual implica, de acuerdo con el lema 2, que coinciden en Á. O sea 
que g es única. 

Consideremos, por otra parte, la función idéntica j:AC.E->E, tal 
que yx d A : j(x) — x. Podemos expresar f = g ° j, además, es evidente 
que, si a £A', lím j(x) — a y g es continua en a (¿A. Aplicando entonces el 

x->a 

Teorema 3 de 6.1, existe 

lím f(x) = lím g°j(x) = g{a). 

x-ki x->a 

Recíprocamente, supongamos que existe lím /(*), para todo a £ A', y 

x-*a 

construyamos la función g \ AC.E^>F de la siguiente manera. Para cual- 
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quier punto a£Á =• AUA', si a£A:g(a)=f(a ); si a£A':g(a) = 
lím f(x) . 

9-*a 

Puede suceder que a £ A D A‘ , pero entonces, como / es continua en a, 
la proposición 2 del Teorema 1 de 6.1 nos dice que 

/(a) = lím f(x) = g(a). 


De manera que g está bien definida para todo punto de Á. Resta probar 
la continuidad de g en Á. 

Tomemos un a £Á. Si a es punto aislado de Á, g es continua en a, 
por la proposición 1 del Teorema 1 de 6.1. Consideremos el caso en que 
a £ (A)'; de acuerdo con el Teorema 1 de 2.4, (Á)' = A', o sea que a £A' 
y g(a) = lím f(x) . 

x->a 

Sea T un entorno cualquiera de g{a ) ; existe una esfera cerrada 
C = N (g(a) ; r) con CCT. Por definición de limite, al entorno N(g(a) ;r) 
de g(a) corresponde un entorno S de a tal que 

/[(5-{«})nd]CW(g(a);f)CC. 

Nótese que el conjunto B = S— {a} es abierto, por el corolario 4' de 2.4. 
Podemos escribir la inclusión anterior 

f{BDA)GC. (1) 

Consideremos el conjunto BDÁ y tomemos un z^BDÁ. Si U es un 
entorno cualquiera de z tenemos U D ÍBC\ A ) = {U DB) n T ^ </> ya que 
UDB es un entorno de z£Á (Teorema 2 de 2.4), pero entonces, por el 
mismo Teorema 2 de 2.4, 


z£Br\A = {B(1A) U {BnA)'. 

Si z£BDA, g(z) = f(z) £f{Br¡A), o sea que, por (1), g(z ) £C. 
Supongamos que z £ (BHA)' CA'. Luego g(z) — lím f(x) . Pero, por 

r~*z 

el Teorema 2 de 5.1, existe una sucesión {z n } en BDA (y por tanto en A) 
con z n — > z, lo cual implica, en virtud de la proposición 1 del Teorema 2 
de 5.7, que f[z n ) g(z) . Ahora, la sucesión {/ [z n ) } está en f{BílA), de 
manera que 


g (z) ef(BnA) 
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por el corolario 2' de 5.1 y, teniendo en cuenta (1), sabiendo que C es 
cerrado, g(z) £C. 

En resumen, 


lo que equivale a 


es decir. 


V- £BDÁ : g(z) £C, 


g[(S-{a})nA]CCCT, 


lím g(x) = g(a). 

x ->a 


O sea que, por la proposición 2 del Teorema 1 de 6.1, g es continua en 
a£(A)'. 

En definitiva, g es continua en A. 


6.3. CONTINUIDAD EN CONJUNTOS COMPACTOS 

Aquí estudiaremos las propiedades de una función cuando es continua 
en su dominio y éste es compacto. Como la compacidad es una propiedad 
muy poderosa, es de esperar que tales funciones tengan un comportamiento 
significativo y, en efecto, así sucede. Veremos también, por el resto de la 
obra, que las aplicaciones son muchas e interesantes. 

Comenzamos por establecer que el rango de una función continua en un 
conjunto compacto es compacto. Proporcionamos dos demostraciones dis- 
tintas de ese importante resultado. Una se apoya en la definición de com- 
pacidad y el Teorema 2 de 6.2; la otra aplica el concepto de compacidad 
secuencial ( SC ). El lector podrá preferir cualquiera de las dos, aunque 
conviene advertir que la primera es generalizable textualmente a espacios 
topológicos, en tanto que la otra no. 

Teorema 1 . Si / : ACE — > F es continua en el conjunto compacto A, en- 
tonces su rango f(A) es compacto. 

1* Demostración. Sea G una cobertura abierta del conjunto f{A). Cada 
conjunto B de G es pues abierto en {F, d') y, como / es continua en A } 
es abierto en el subespacio (A, d) (Teorema 2 de 6.2). Luego, 
f-*(B) = A nS, donde S es abierto en {E, d ) (Teorema 1 de 2.6). 

Ahora bien, la familia de todos estos conjuntos abiertos S es una cober- 
tura abierta de A; ya que, si x £A, f(x) £f(A), por lo cual f(x) £B, para 
algún B£G, pero entonces x£f~ 1 (B) = AC\S GS. 
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Como A es compacto, existe una subcobertura finita {Si, S 2 , • ••,£»}: 

» 

AC U S { , 

i —1 

la cual se corresponde, según la construcción, con una subfamilia finita 
{B u B 2 , • ■ •, Bn) de G. Resulta entonces que 


f(A)C UB i; 

i=l 

ya que si /(*) (¿f{A) , x £A y por tanto x £S{, para algún i — 1 , 2, • • •, n, 
luego x £y4flSi = / _1 (Ri), de donde f(x) £B Í4 {¿J 1; B 2 , ■ • •, B n ) es pues 
una subcobertura finita de f(A). 

2“ Demostración. Probaremos que f(A) es compacto demostrando que es 
SC (véase el Teorema 4 de 5.1). 

Sea (y„) una sucesión en f(A). Para cada n £ N existe al menos un 
punto x n £A con /(*„) = y n ; queda así determinada una sucesión {*„} 
en A. Pero A es SC, por ser compacto, luego existe una sucesión {z n }, par- 
cial de la { x „ }, con z n —>z, z £A. 

Ahora bien, como / es continua en z, f(z n ) -*f{z) (Teorema 2 de 6.1) 
y f( z ) €f{A). Por otra parte, {/(«„)} es una sucesión parcial de {}.>„}. 

En resumen, {y„} admite una sucesión parcial convergente en f(A). 


Una propiedad interesante, consecuencia inmediata del teorema prece- 
dente, es que las imágenes de conjuntos cerrados, bajo una función con- 
tinua en un conjunto compacto, son cerrados (recuérdense las considera- 
ciones hechas luego del Teorema 2 de 6.2). 

Corolario V. Sea / : ACE — > F continua en el conjunto compacto A. 

Si S es un conjunto cerrado en (E, d) con SCA, entonces f(S) es 
cerrado en (F, d') . 

Demostración. Si S = <¡>, también f(S) — <¡> que es cerrado en ( F,d '). 

Si S no es vacío, el Teorema 4 de 4.3 nos dice que S es compacto y, 
como / es continua en S, f(S) es compacto, por el Teorema 1, lo cual 
implica que f(S) es cerrado en ( F , d') (corolario 1' de 4.3) . 

Vale la pena destacar que el Teorema 1 afirma que las funciones con- 
tinuas “transportan” compactos a compactos, es decir, la compacidad es 
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invariante con respecto a una transformación continua; es lo que se llama 
una propiedad topológica. Se deduce que, entre espacios homeomórficos, 
los conjuntos compactos están en correspondencia biunívoca. 

El siguiente resultado, de gran utilidad, garantiza la continuidad de la 
función inversa de una biyección continua en un conjunto compacto. 

Teorema 2. Si / ; A CE — » f(A) CF es una biyección continua en el 
conjunto compacto A, entonces f 1 es continua en f (A) . 

Demostración. Para probar la continuidad de la función inversa 

f- 1 : f(A) CF -» E 

aplicaremos el Teorema 2 (3) de 6.2. 

Sea pues T un conjunto cerrado en ( E,d ), entonces 

(f-i)-'(T) =/(T) = f(ADT)- 

pero A n T es cerrado, por ser intersección de conjuntos cerrados, y 
AC\TCA\ luego, por el corolario T, f(Ar)T) o sea f(T) es cerrado en 
(F,d'). 

Ahora bien, , 

f(T) = f{T) nf(A), 

lo cual implica (Teorema 2 de 2.6) que f{T) es cerrádo en el subespacio 

(f(A),d'). 

La compacidad del dominio no es, por supuesto, una condición nece- 
saria para la continuidad de la función inversa. Basta con tomar un con- 
junto no compacto A, en un espacio ( E, d ), y considerar la función idén- 
tica j : A -» A, la cual es continua en A, así como su inversa j. 

Como caso particular del Teorema 2 vemos que, si / : E -> F es biyec- 
tiva, continua en E y E es compacto, entonces / es un homeomorfismo. 
Podemos agregar que F es también compacto, ya que F = f(E) (Teo- 
rema 1 ) . 

Consideremos una función / : ACE -» R, cuyo co-dominio es la recta 
real. Decimos que / alcanza un máximo absoluto ¡en el punto a £A si 

V* € A : f(x) < f(a) . 

Análogamente, / alcanza un mínimo absoluto en el punto a £ A si 

V*€A :/(«) </(*)• 
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En general, decimos que / alcanza un extremo absoluto en a £A si al- 
canza, en ese punto, un máximo o mínimo absoluto. 

Es clara la razón por la cual exigimos que el codominio de / sea la 
recta real, ya que hacemos uso de la relación de orden sobre los números 
reales para la definición de extremos. 

Nótese que alcanzar un extremo absoluto es una propiedad global de 
una función; en ella intervienen todos los puntos del dominio. Por otra 
parte, es evidente que no toda función alcanza extremos absolutos; por 
ejemplo, la función idéntica de la recta real en sí misma no alcanza nin- 
guno de los dos. 

Conviene destacar que, si / : AdE —> R alcanza un máximo absoluto 
en a £ A, puede muy bien existir otro punto a' £ A, con a' a, donde / 
también alcanza un máximo absoluto. En tal caso, es consecuencia de la 
definición que f(a') < f(a) y f(a) < f(a'), lo cual implica f(a) = f{a'). 
Observamos que esto no puede suceder si / es inyectiva, en cuyo caso el 
punto a es único. Idénticas consideraciones pueden hacerse en relación con 
el mínimo absoluto. 

Un ejemplo exagerado, que pone de manifiesto la situación señalada, 
es el de una función constante. Allí, la función alcanza máximo y mínimo 
absolutos en todo punto de su dominio. 

En muchas cuestiones matemáticas es importante determinar si una fun- 
ción alcanza extremos absolutos y existe una variedad de condiciones sufi- 
cientes que garantizan la propiedad. En tal sentido demostraremos un im- 
portante y famoso teorema, debido a Weierstrass, el cual establece que una 
función continua en un conjunto compacto alcanza ambos extremos abso- 
lutos. Las aplicaciones de este resultado son muy frecuentes e interesantes, 
en ocasiones sorprendentes. Debe destacarse, no obstante, que se trata de un 
teorema de tipo existencial: nos asegura la existencia de los extremos, pero 
no indica cómo hallar los puntos donde los alcanza, lo que a veces puede 
resultar muy difícil en la práctica. 

Antes, se hace necesario probar un sencillísimo lema. 

Lema 1. Un conjunto compacto A, en la recta real, admite extremos in- 
ferior y superior y ambos pertenecen a A. 

Demostración. En virtud del corolario 2' de 4.3, el conjunto A es acotado 
y, en la recta real, ello equivale a decir que está acotado inferior y supe- 
riormente (véase 4.1). Existen pues a = inf A, ¡3 = sup A. Demostremos 
que /3 £ A; que a £ A se establece de manera totalmente análoga. 

Tomemos un e > 0 cualquiera. Como /3 — e < ¿8, ¡3 — e no puede ser 
cota superior de A; existe, por lo tanto, algún x £A con ¡3 — e < x < ¡3, 
de donde ¡3 — e <. x < ¡3 + e, lo cual es equivalente a |x — /?¡ < e. Resulta, 
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pues, que ningún número real mayor que cero es cota inferior del conjunto 
{|*— /?|}, para todo x £A. Se concluye que el extremo inferior de ese con- 
junto ha de ser cero (no puede ser negativo), es decir (véase 1.2) 
d(fi, A) — 0. Pero esto implica, en virtud del Teorema 2 de 2.4 que ¡3 (¿A 
y, como A es cerrado por ser compacto (corolario T de 4.3), A = Á, o 
sea ¡3 £A. 


Teorema 3. (Weierstrass) . Si / : ACE— >R es continua en el conjunto 
compacto A, entonces / alcanza en A máximo y mínimo absolutos. 

Demostración. De acuerdo con el Teorema 1, el conjunto f{A), en la 
recta real, es compacto y, por el lema 1, existen 

a = inf f(A), ¡3 — sup f(A), a,{3£f{A). 

Como a, ¡3 pertenecen al rango de /, deben existir puntos a, b £ A con 
f(a) = «, f(b) = ¡3. 

Ahora bien, 

Vx£A:f(x) £f(A), 

de donde 

/(«) <m'<f(b), 

o sea que / alcanza en a un mínimo absoluto y en b un máximo absoluto. 


De la demostración del teorema precedente se deduce que una función 
/ : A CE — > R alcanza un máximo absoluto en A si y sólo si existe 
/3 = supf(A) y ¡3£f(A). Lo mismo vale decir para el mínimo. Lo que 
hacen las hipótesis de compacidad y continuidad es provocar esa situación. 

En calidad de ejercitación y como aplicación ilustrativa del Teorema 3 
veamos algunos hechos interesantes. 

Sea A un conjunto compacto en un espacio (E, d) y x 0 (¿E. Se observó 
en 1.2 que, si A es un conjunto cualquiera, no es de esperarse que en 
general exista un punto a £ A con d(x 0 , a) = d(x. 0> A) . Veremos, sin embar- 
go, que al ser A compacto siempre existe tal punto. En efecto, la función 
/ : ACE -» R, tal que V* €A : f(x) = d(x 0 , x), es continua en el conjunto 
compacto A (6.2) ; luego, por el Teorema 3, existe algún punto a £A don- 
de / alcanza un mínimo absoluto. Es consecuencia inmediata de la defi- 
nición de d(x 0> A) (1.2) que 


f{a) = d(x„,a) = d(x 0 , A). 
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Más general, sea A compacto y B un conjunto no vacío, ambos en (E, d) . 
Definamos la función g : A GE -» R, tal que A x£A : g(x) = d(x,B) ; es 
continua en el conjunto compacto A (véase 6.2) y, en virtud del Teore- 
ma 3, existe algún punto a£A donde g alcanza un mínimo absoluto. Se 
deduce entonces del lema 1 de 1.2 que 

g(a ) = d(a,B) = d(A,B). 

De esto último obtenemos las siguientes consecuencias interesantes: 

1. Si B es compacto también, por lo establecido más arriba existe 
algún b £B con d(a,b) = d(a,B), es decir, 

d(a, b ) = d(A, B ) . 

2. Supongamos que B es cerrado (y no vacío) y que AC\B = en- 
tonces a £ B y, como B = B, tampoco a £ B, lo cual implica, por el 
Teorema 2 de 2.4, que d{a,B ) >0, es decir, d(A,B) > 0. 

Si B no se supone cerrado, puede suceder que a £ tí— B, en cuyo caso 
d{A,B) = d(a,B) = 0, aun cuando A(~)B — c¡>. 

Así mismo, si A y B son cerrados, pero ninguno compacto, y A (IB = <f>, 
es posible que d(A,B ) =0. 

Como ejemplo de esto véase el ejercicio 16. 


6.4. CONTINUIDAD EN CONJUNTOS CONEXOS 

Analicemos ahora el caso de una función continua en un conjunto co- 
nexo. También aquí se obtienen resultados significativos y de gran trascen- 
dencia, no obstante la sencillez de las demostraciones. Se pondrá claramente 
de manifiesto que el desarrollo formal se corresponde estrechamente con 
nuestra idea intuitiva de los hechos y de la continuidad en particular. 

Al igual que compacidad, comenzamos por establecer la propiedad fun- 
damental de la cual obtendremos todas las demás: la conectividad es in- 
variante con respecto a una transformación continua, es decir, se trata de 
una propiedad topológica. Así pues, entre espacios homeomórficos, los con- 
juntos conexos están en correspondencia biunívoca. 

Teorema 1. Si / : ACE F es continua en el conjunto conexo A, enton- 
ces su rango f{A) es conexo. 
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Demostración. Supongamos que f(A) es disconexo. Esto equivale (véase 
1.3) a la existencia de un conjunto no vacío S, con S <Zf(A), pero S =f=- f(A), 
que es abierto y cerrado en el subespacio ( f(A),d '). 

En virtud de los Teoremas 1 y 2 de 2.6, existe un conjunto T,, abierto 
en ( F , áf) y un conjunto T 2 cerrado en (F, d') tales que 

S = T.nfiA) = T^nf(A).. 

Ahora bien, como / es continua en A, / _1 ( T 1 ) es abierto en el subespacio 
{A,d) y f- x (T 2 ) es cerrado en (A, d) . Pero es claro que 

f-'iT,) =^(T 2 ) -f*(í) 

o sea que f~ x [S) es abierto y cerrado en el subespacio (A, d) ; no es vacío, 
ya que <j> =/= SCf(A) , y tampoco es igual a A, porque S f{A). 

Resulta entonces que A es disconexo, lo cual es una contradicción. 

Puede suceder, sin embargo, que / sea continua en un conjunto disco 
nexo A y que f(A) sea conexo. Tal es el caso si / es una función constante; 
Í(A) es siempre conexo, por estar constituido por un solo punto, con inde- 
pendencia de la naturaleza de A. 

El teorema precedente junto con el Tedrema 1 de 3.5, según el cual los 
únicos conjuntos conexos en la recta real son los intervalos, origina toda 
una cadena de consecuencias cuando hacemos intervenir la recta real. A 
continuación presentamos una lista de tales proposiciones, omitiendo las 
demostraciones cuando son inmediatamente evidentes y agregando consi- 
deraciones pertinentes para casos significativos. 

Ci) Si / : AGE — > R es continua en el conjunto conexo A, entonces 
f(A) es un intervalo. 

C 2 ) Si / : IC.R— > R es continua en el intervalo /, entonces /(/) es 
un intervalo. 

Esto se expresa, sugestivamente, diciendo que la imagen continua de un 
intervalo es un intervalo. Es claro que se trata de un caso particular de Ci- 

C 3 ) Si / : AGE R es continua en el conjunto conexo y compacto 
A, entonces f(A) es un intervalo cerrado y acotado. 

Por Ci sabemos que f(A) es un intervalo y, por el Teorema 1 de 6.3, 
también compacto, por lo tanto cerrado y acotado (corolarios T y 2' de 
0) - 

C 4 ) Si / : [a, b](ZR -> R es continua en [a, b], su rango es un intervalo 
cerrado y acotado. 

Se trata evidentemente, de un caso particular de C 3 , ya que [ a , b] es 
conexo y compacto. 
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C 5 ) Sea / : AdE ^ R continua en el conjunto conexo A, Si para 
a , b £A se tiene que f(a) <f(b) y c es un número real con f(a) <c'<f(b), 
entonces existe un c £A tal que f(c) = c' . 

En efecto, por Ci, f(A) es un intervalo y es claro que f(a),f(b) £f{A) ; 
luego, en virtud de la definición de intervalo, c' £f(. A), lo cual implica la 
existencia de un (no necesariamente único) con f(c) — c’ . 

Esta proposición C 5 es particularmente importante y sugestiva; suele 
llamarse “propiedad D - ’ de las funciones continuas, en honor a Dedekind, 
a quien se atribuye la primera demostración rigurosa. Puede expresarse de 
manera imprecisa, pero llamativa, diciendo que “una función continua pasa 
de un valor a otro tomando todos los valores intermedios”. 

Se percibe que esta propiedad D refleja, con gran fidelidad, nuestra 
idea intuitiva de “continuidad” : el paso continuo, sin saltos, de un punto 
a otro. 

Cabe destacar, sin embargo, que existen funciones no continuas que 
cumplen con la propiedad D, vale decir, cuyo rango es un intervalo. Signi- 
fica esto que dicha propiedad no puede adoptarse como definición de con- 
tinuidad, por más que corresponda a la noción intuitiva del término; ello 
explica, en parte, la dificultad y tiempo que tomó a los matemáticos para 
arribar a la definición satisfactoria del concepto. 

C e ) Si ¡: AC.E R es continua en el conjunto conexo A y, para un 
par de puntos a,b£A, f(a) y /(£>) tienen signos opuestos (o sea j(a) • 
f(b) < 0), entonces existe un c £A con /(e) = 0. 

Es un caso trivialmente particular de C 5 , ya que la hipótesis señala que 
0 está comprendido entre f(a) y f (b) , no obstante, sus importantes apli- 
caciones justifican destacarlo. Su utilidad tradicional se presenta cuando, 
particularizando más aún, el espacio ( E , d) es también la recta real y A 
es un intervalo (forzosamente, ya que ha de ser conexo) . Esta versión suele 
atribuirse a Bolzano; se aplica como fundamento para diseñar algoritmos 
iterativos numéricos para resolver ecuaciones de la forma f(x ) = 0, donde 
/ es continua y x toma valores reales. Tales procedimientos de aproxima- 
ciones sucesivas son muy rápidos y efectivos con el auxilio de modernas 
máquinas de calcular que realicen, a gran velocidad, las tediosas opera- 
ciones aritméticas necesarias. La consideración de estos temas invade el área 
del Cálculo Numérico, la cual es ajena a los propósitos de esta obrar: El 
lector interesado puede consultar, entre la abundante literatura sobre la 
rama, el excelente texto de P. Henrici, Elements of Numerical Analysis 
(Wiley) . 

C 7 ) Un conjunto conexo A constituido por más de un punto, en un 
espacio ( E,d ), no es contable. 

En efecto, tomemos un punto a £ A y definamos la función 
f : ACE-+R, tal que = /(*) = d{x,a). Ahora bien, / es conti- 
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nua en el conjunto conexo A, lo cual implica (Ci) que su rango f{A) es 
un intervalo. Además, como A consta de más de un punto, existe un b £ A 
con b a, de donde 


f(b) - d(a, fe) zjfcO =/(«). 

Esto indica que el intervalo f(A) consta de más de un punto, por lo cual 
sus extremos no son coincidentes y f(A) no es contable (véase el párrafo 
final de 5.6). 

Se concluye que si A fuese contable, también lo sería f(A). 

En particular, si un espacio (E, d) es conexo y contiene más de un pun- 
to, E no es contable. 

C 8 ) Ya hemos señalado en C 5 que la “propiedad D” no caracteriza a 
las funciones continuas, pero sí proporciona una útil caracterización de los 
conjuntos conexos. Concretamente: 

Un conjunto A , en un espacio {E, d) es conexo si y sólo si el rango 
de toda función / : ACE — » R, continua en A, es un intervalo. 

En efecto, si A es conexo la propiedad no es otra que Ci. Recíproca- 
mente, supongamos que A es disconexo y construyamos una función de A 
en R, continua en A y cuyo rango no sea un intervalo. 

Como A es disconexo, existen conjuntos no vacíos S, T, disjuntos, abier- 
tos en el subespacio {A, d) y A = SUT. EJefinamos la función / : ACE — » R 
tal que y* €-4 : f(x) = 0, si x £S; f(x) = 1, si x £T. 

Haciendo uso del Teorema 2 de 6.2, sea U un conjunto abierto en la 
recta real, entonces / _1 ([/) será uno solo de los conjuntos <f>, S, T, A, según 
U no contenga 0 ni 1, contenga aOynoal, alynoaOó contenga a 
0 y 1, respectivamente. Observamos que, en todo caso, ^(U) es abierto 
en (A,d). 

Resulta pues que / es continua en A y su rango es el conjunto (0, 1} 
que no es un intervalo. 

C 9 ) Si / : R — > R es biyectiva y continua en R, entonces f- 1 es tam- 
bién continua en R (/ es un homeomorfismo) . 

Primeramente, veamos que la imagen de un intervalo abierto, bajo f, 
es un intervalo abierto. 

En efecto, tomemos un / = (a,b). En virtud de (C 4 ), f[a, b] = [m, M], 
de donde, aprovechando la biyectividad de /, 

/(/) = [m,M]-{f(a),f{b)}-, 
pero /(/ ) es un intervalo (C 2 ), o sea que, forzosamente. 


/(/) = [m,M). 
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Ahora bien, todo conjunto abierto A, en la recta real, es la unión en una 
familia F de intervalos abiertos (Teorema 2 de 3.5) : 

A = U I, 

HP 


lo cual implica que f(A) = U /(/), donde cada /(/) es un intervalo abier- 

l‘F 

to, por lo establecido anterionnente, y por lo tanto f(A ) es un conjunto 
abierto (Teorema 3 de 2.2). El Teorema 2 de 6.2 nos dice entonces que 
/- 1 es continua en R. 

Este interesante resultado es también cierto para el espacio R n en lugar 
de la recta real, aunque allí la demostración es apreciablemente más so- 
fisticada y se realiza usualmente al estudiar Topología Algebraica; no esti- 
mamos prudente incluirla aquí. La propiedad no es, por otra parte, gene- 
ralizable a espacios métricos cualesquiera, aun exigiendo condiciones tales 
como completitud; ello se debe a que se trata de una consecuencia de pe- 
culiaridades muy propias de R n . No obstante, recordemos que si el espacio 
es compacto la propiedad se cumple (Teorema 2 de 6.3). 


6.5. ARCO-CONECTIVIDAD 

Procedemos a estudiar un nuevo tipo de conectividad algo más espe- 
cializada que la empleada hasta ahora; su ubicación en este capítulo 
obedece a que su definición requiere el concepto de función continua. Le 
daremos el nombre de arco-conectividad y veremos que, además de su in- 
terés intrínseco, nos servirá para obtener resultados significativos en el 
capítulo siguiente; por otra parte, su importancia en diversas ramas de la 
Matemática es considerable. 

El lector notará un claro paralelismo con el capítulo III sobre conec- 
tividad, ya que hay lugar a la introducción de conceptos análogos. 

Comenzamos con una definición fundamental. 

Un arco en un espacio métrico {E, d) es el rango de una función 
/ : [0,1] CR — » E, continua en el intervalo [0, 1], Puede expresarse, de ma- 
nera imprecisa, diciendo que un arco es la imagen continua de un inter- 
valo. 

Intuitivamente es claro que la definición de arco traduce la idea que nos 
representa la palabra. 

Teniendo en cuenta que un intervalo cerrado es un conjunto conexo y 
compacto y aplicando el Teorema 1 de 6.4 y el Teorema 1 de 6.3, conclui- 
mos que un arco es siempre un conjunto conexo y compacto. 
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El ejemplo más sencillo lo constituye un conjunto {a} de un solo punto 
de (E, d) . La función constante / : [0, 1] — » E, tal que yt £[0, 1] : f(t) = a, 
es evidentemente continua en [0, 1] y su rango es {a} que es, por lo tanto, 
un arco. 

En lo que sigue y en el capítulo próximo tendremos oportunidad de 
considerar otros ejemplos. 

Dada una función / : [0, 1] — > E, continua en [0, 1], conviene, con fre- 
cuencia, referirse al rango /[0,1] como el arco descrito por /, cuando se 
desea distinguir la función que determina el arco, la cual, por cierto, no es 
necesariamente única. A los puntos /(O), / ( 1 ) f_E se les llama extremos 
del arco; también se dice que dichos puntos están unidos por un arco. 
Podemos ahora definir: 

Se dice que un conjunto no vacío A, en un espacio (E, d) es arco 
conexo si para todo par de puntos x, y £ A, x y y están unidos por un 
arco contenido en A. 

Cabe destacar que dos puntos de un espacio pueden estar unidos por 
muchos arcos distintos (o por ninguno). 

Un ejemplo trivial de conjunto arco-conexo es el constituido por un 
solo punto; veremos muchos más en lo que sigue. 

Resulta oportuno establecer de una vez que arco-conectividad es una 
propiedad topológica, es decir, es invariante respecto a una transformación 
continua. Dicho de otra manera, la imageA continua de un conjunto arco- 
conexo es arco-conexa. 

Teorema 1. Si f : AGE — > F es continua en el conjunto arco-conexo A, 
entonces su rango f{A) es arco-conexo. 

Demostración . Tomemos x', y' £ f(A ) . Deben existir x, y £ A con f(x) = x’ , 

f(y) = /• 

Ahora bien, A es arco-conexo, luego existe una función g : [0,1 ]— > E, 
continua en [0, 1], cuyo rango (un arco) está contenido en A y con g(0) — x, 

g( i) = y- 

Definamos la función h : [0, 1]-* F tal que h — f ° g, lo cual es posible, 
ya que el rango de g está contenido en el dominio A de /. En virtud del 
Teorema 1 de 6.2, h es continua en [0, 1]. Por otra parte, el rango de h 
está obviamente contenido en f(A) y h( 0) = /[g(0)] = f(x) = x', h{ 1) = 

f[g{ i)] = f(y) = y'- 

En resumen, hemos hallado un arco (descrito por h ), contenido en f(A) 
y que une los puntos x', y’. 

Ocurre de inmediato preguntarse qué relación existe entre conectividad 
y arco-conectividad. Comenzamos por responder a la mitad de la pregunta. 
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Teorema 2. En un espacio métrico, todo conjunto arco-conexo es conexo. 

Demostración. Es consecuencia del hecho de que un arco es un conjunto 
conexo. 

Sea A un conjunto arco-conexo del espacio y tomemos un punto a £ A. 
Para todo punto x £ A existe un arco S x de extremos a, x, de donde 
a, x £S X , y con S X CA. 

Es inmediato que 


A = U S x ; 

X€ A 


además, los conjuntos S x son conexos y su intersección no es vacía, ya que 
a pertenece a todos ellos. Su unión, o sea A, es, pues, conexa, en virtud del 
corolario 2' de 3.2. 

El teorema precedente es intuitivamente sensato al tener presente que 
un arco es “de una sola pieza” (conexo) y que dos puntos cualesquiera 
del conjunto son extremos de un arco. Si el conjunto fuese disconexo po- 
dríamos distinguirle dos partes “separadas” y resultaría imposible unir pun- 
tos de una y otra mediante un arco sin “romperlo”. Lo que quizá resulte 
algo desconcertante es que el recíproco no es, en general, cierto y, proba- 
blemente por eso, los contra-ejemplos son complicados (véase el ejercicio 
36). No obstante, más adelante veremos que, con imposición de hipótesis 
adicionales, un conjunto conexo es arco-conexo. En todo caso, se ha puesto 
de manifiesto que la arco-conectividad es una propiedad más fuerte, espe- 
cializada y exigente que la conectividad. 

Como de costumbre, diremos que el espacio métrico (E, d) es arco- 
conexo si E es arco-conexo. Veamos, por ejemplo, que tal es el caso de la 
recta real, también con el propósito de investigar la arco-conectividad en 
ese espacio. Primeramente, por definición de arco y por C 4 de 6.4, un arco 
en la recta real es un intervalo cerrado y acotado. 

Sean p,q£R y definamos la función / : R — > R tal que y t £R : f{t) =* 
pt + q. Es inmediato que / es continua en R; basta con observar la igual- 
dad: | f(t) —f(t') | = \p\ ■ \t — 1'\. De esto deducimos que dos puntos cuales- 
quiera a,b £R están unidos por un arco descrito por / : [0, 1] — » R, donde 
yí £[0, 1] : f(t) = a + t(b — a), cuyo rango (el arco) es el intervalo [a,b\. 
La recta real es pues, un espacio arco-conexo. Pero hemos establecido algo 
más: si un conjunto A, en la recta real, posee la propiedad de que 
y a,b£A : [a, b]GA, entonces A es arco-conexo; pero esto significa que 
todo intervalo es arco-conexo. Recíprocamente, por el Teorema 2, un con- 
junto arco-conexo es conexo y, por tanto (Teorema 1 de 3.5), un intervalo. 
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En resumen, la recta real es un espacio arco-conexo y sus únicos con- 
juntos arco-conexos son los intervalos. Se ve, pues, que en la recta real, 
conectividad y arco-conectividad son una y la misma cosa. Esto trae como 
consecuencia, considerando la definición de arco y el Teorema 1, que un 
arco es un conjunto arco-conexo. 

El lema siguiente probará ser de mucha utilidad. 

Lema 1. Sobre un conjunto no vacío A, en un espacio ( E,d ), se define 
una relación binaria ~ tal que. para x, y £ A, x ^ y significa que x está 
unido a y por un arco contenido en A. Entonces ^ es una relación de 
equivalencia sobre A. 

Demostración. La reflexividad y simetría de £ son evidentes. 

Nótese que no hacemos distinción alguna entre los dos extremos de un 
arco, aunque, en todo caso, es indiferente. En efecto, supongamos que, para 
un par x, y £A, x y; existe pues una función / : [0, 1] — > E, continua en 
[0,1], cuyo rango (el arco que une x, y) está contenido en A y con 
/(O) = x, /(l) — y. Sabemos que la función g : [0, 1] — > 7?, tal que y t£ 
[0, 1] : SÍ 0 = 1— í es continua en [0, 1] y su rango es [0, 1]; entonces la 
función / o g : [0, 1]— es continua en [0,1] (Teorema 1 de 6.2), su 
rango (un arco) está contenido (coincide) en el de / y, por tanto, en A, 
obteniéndose / « g(0) — y, f ° g{ 1 ) = x. 

Demostremos la transitividad de Sean x, y, z£A con x ~ y, y ~ z. 
Lo que acaba de establecerse permite suponer la existencia de funciones 
f, g : [0, 1] — > E, ambas continuas en [0, 1], sus rangos contenidos en A y 
/(0) = x, /( 1) = y = g(0), g(l) = z. 

La función ¡p : [1, 2]— > R, tal que ytC[l,2] : <p(t) = t— 1, es conti- 
nua en [1,2] y su rango es claramente [0, 1], 

Definamos la función h : [0, 2] — > E tal que yí£[0, 2], si t 6[0, 1] : 
h(t) — f{t) , si t G[l, 2] : h(t) = g o ¡p{t) . h está bien definida, ya que 

MI) =/(l) =*•?(!) =f(0) =y. 

Demostrar que h es continua en [0, 2] requiere cierto cuidado. Tendre- 
mos que considerar todos los casos. 

Tomemos un t 0 £ [0, 2] y probemos que h es continua en t 0 . Suponga- 
mos primero que í, 0 £[0, 1), entonces h(t 0 ) = /(í 0 ). Dado e > 0, como / 
es continua en t 0 , existe un S > 0 tal que 

Vi €[0, 1] con | í-í 0 [ < S : d{f(t),f(t 0 )) < E . 

Elegimos un número real 8 l3 con 0 < S t < 1 -t 0 ; entonces sea 8' = mín 
{8, Si}. Luego, Vf£[0, 2] con \t — í 0 | < S' resulta que \t — £ 0 | < 8 y 
t < t 0 + Si < 1, de donde t £[ 0, 1), y: d(h(t), h(t 0 )) < e, ya que tam- 
bién h{t) = /(í). En resumen, h es continua en [0, 1). 
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Si tu £ (1, 2], h(t„) = g° <p(t 0 ) y, considerando que g° <p es continua en 
t„, un razonamiento totalmente análogo establece que h es continua en t<¡ 
y por tanto, en (1, 2]. 

Resta probar que h es continua en el punto 1, donde 

Mi) =/0) = = y- 

Dado e > 0, como /, g o <p son continuas en 1, existen Si, S 2 > 0 tales 

que 

yt £[0, 1] con |í— 1| < Si : d(f(t),y) < e 
yt €[1,2] con |í-l| < S 2 : d(g ■> <p{t) , y) < e. 

Ahora bien, si designamos 8 = mín {S 1; S 2 ) y tenemos presente la defini- 
ción de h, resulta 

yt £[0, 2] con \t- 1| < S : d(h(t), y) < e 
y h es continua en 1. 

En definitiva, h es continua en [0, 2], pero este intervalo es un conjunto 
arco-conexo y, por el Teorema 1, el rango S de h es arco-conexo. Es claro 
que S Cd, en virtud de la definición de h. Por otra parte, x, z (¿S, ya que 
h{ 0) = x, h( 2) — z. Se deduce que x,z, están unidos por un arco conte- 
nido en S y, por consiguiente, en A, es decir, x ~ z. • 

Es natural proceder a considerar el conjunto cociente y demás entes 
determinados por una relación de equivalencia, pero antes resulta más sen- 
cillo y porductivo establecer un teorema y su corolario que son los análogos 
del Teorema 2 y corolario 2’ de 3.2. Por cierto que, al aludir a la sección 
3.2, cabe preguntarse si su Teorema 1 y corolario 1' también tienen sus 
análogos en arco-conectividad. Desafortunadamente no es así y, en tal sen- 
tido, véase el ejercicio 36. 

Teorema 3. Sea F una familia de conjuntos arco-conexos de ( E,d ). 

Si existe un A 0 £F tal que 

V A£F : AnAo^fr 

entonces 

B = U A 

AfF 

es arco-conexo. 

Demostración. Tomemos un par de puntos cualesquiera x,z£B. 
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Empleando la notación del lema 1, basta con demostrar que x ¿ z. 

Deben existir conjuntos A U A 2 £F con x £ A,, z£A 2 . Ahora bien, ha- 
ciendo uso de la hipótesis, existen puntos y 1 £A 1 r¡A 0 , y 2 £A 2 DA 0 ; pero 
entonces x,y 1 £A 1 , y 1} y 2 £ A 0j z,y 2 £A 2 y, como todos estos conjuntos son 
arco-conexos, cada par está unido por un arco contenido en el conjunto 
al cual pertenecen los puntos, pero A 0 ,A 1; A 2 CB, luego todos esos arcos 
están contenidos en B. En definitiva tenemos : x £ y¡, y, y 2 , y 2 z, 10 
cual implica, por la transitividad de £ (lema 1) que x £ z. 

Corolario 3'. Si F es una familia de conjuntos arco-conexos de ( E , d) tal 
que D A =¡fc <j>, entonces U A es arco-conexo. 

ACF A*F 

Este corolario nos permite proseguir de manera análoga a 3.3 y definir 
los componentes arco-conexos de un conjunto. Resultarán ser, como allá, 
los “máximos” conjuntos arco-conexos. 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio ( E , d ) . Tomemos un punto 
x £A y consideremos la familia de todos los conjuntos arco-conexos que 
contienen a x y están contenidos en A. Dicha familia no es vacía, ya 
que contiene al conjunto {.r}, y su intersección tampoco es vacía, sabien- 
do que x pertenece a todos sus miembros. Se infiere pues, por el corolario 
3', que la unión en esa familia es un conjunto arco-conexo a{x) que llama- 
remos componente arco-conexo de A. Es t claro que si B es un conjunto 
arco-conexo con x £BC. A, entonces B es miembro de la familia cuya unión 
es a(x), lo cual implica que BCZa(x). Esta propiedad revela la “maximali- 
dad” de a(r). • 

Llamamos componentes arco-conexos del espacio a los componentes 
arco-conexos del conjunto E. 

En virtud del Teorema 2, todo componente arco-conexo a{x) de A es 
un conjunto conexo, por lo cual se deduce (véase 3.3) que a(x) GC(x) , 
donde C(x) es el componente conexo de A que contiene a x. 

Es evidente que 

A = U a(x) 

«fA 

y, por un razonamiento idéntico al empleado en 3.3, los componentes arco- 
conexos de A son disjuntos dos a dos. Ellos constituyen, pues, una partición 
del conjunto A, la cual determina una relación de equivalencia tal que los 
puntos x, y £ A están relacionados si y sólo si pertenecen al mismo com- 
ponente arco-conexo y las clases de equivalencia son, por supuesto, los 
componentes arco-conexos . 

Supongamos que los puntos x, y £ A pertenecen ambos al mismo com- 
ponente arco-conexo a(x) de A, entonces x,y están unidos por un arco 
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contenido en a(x) y, por tanto, en A ; luego x ~ y, empleando la notación 
del lema 1. Recíprocamente, consideremos que para un par de puntos 
x¡ y £ A se tiene x ~ y. Esto significa que x, y están unidos por un arco S 
(de donde x, y £S) contenido en A, pero S es arco-conexo, lo cual implica 
que SCa(x), o sea x,y(¿a{x). 

En resumen, dos puntos x,y£.A pertenecen al mismo componente arco- 
conexo si y sólo si x £ y. Dicho de otra manera, hemos establecido que la 
relación de equivalencia determinada por la partición de A en sus com- 
ponentes arco-conexos no es otra cosa que ^ . Esta conclusión completa 
lo suscitado en el lema 1. 

Es inmediato (al igual que en 3.3) que A es arco-conexo si y sólo si 
admite un único componente arco-conexo. 

Al contrario de componentes conexos, los componentes arco-conexos de 
A no son, en general, cerrados en el subespacio (A, d) . Ello se debe a que 
la clausura de un conjunto arco-conexo no es siempre arco-conexo. 

Continuando con el paralelismo al capítulo III, decimos que un espa- 
cio métrico (E, d) es localmente arco-conexo si para todo punto x£E y 
todo entorno S de x, existe un entorno T de * tal que T C.S y T es arco- 
conexo. 

De nuevo (véase 3.4), la arco-conectividad y arco-conectividad local 
del espacio son conceptos lógicamente independientes. 

Sabiendo, por el Teorema 2, que todo conjunto arco-conexo es conexo, 
deducimos que un espacio localrnente arco-conexo es localmente conexo. El 
recíproco no es, en general, cierto. 

Hemos visto que, en el caso muy particular de la recta real, un con- 
junto es arco-conexo si y sólo si es conexo, lo cual equivale a ser un inter- 
valo; es decir, que siendo la conectividad y arco-conectividad la misma 
cosa, la recta real es un espacio arco-conexo y localmente arco-conexo. De 
todas formas esto es consecuencia del siguiente teorema, cuya demostración 
omitimos por ser idéntica a la del Teorema 1 de 3.4, substituyendo conexo 
por arco-conexo. 

Teorema 4. Si en (E, d) toda esfera abierta es un conjunto arco-conexo, 
entonces {E, d) es un espacio arco-conexo y localmente arco-conexo. 

Tal es el caso de un espacio normado, como veremos en el capitulo 
siguiente. 

El próximo teorema, idéntico en enunciado y demostración al Teore- 
ma 2 de 3.4, substituyendo el término conexo por arco-conexo, proporciona 
una elegante y útil caracterización de la arco-conectividad local. 

Teorema 5. Un espacio métrico ( E , d) es localmente arco-conexo si y 
sólo si los componentes arco-conexos de todo conjunto abierto son abiertos. 
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Este teorema da cabida a un recíproco parcial del Teorema 2, de gran 
interés y utilidad. Nótese que las hipótesis adicionales requeridas para ga- 
rantizar que un conjunto conexo sea arco-conexo son exigentes. 

Teorema 6. Si A es un conjunto abierto y conexo, en un espacio local- 
mente arco-conexo ( E,d ), entonces A es arco-conexo. 

Demostración. Sea C un componente arco-conexo de A. En virtud del 
Teorema 5, C es abierto en ( E,d ) y, como CCA, C es abierto en el sub- 
espacio ( A,d ). 

Tomemos ahora un x£A(lC y sea a(x) el componente arco-conexo 
de A que contiene a x. De nuevo por el Teorema 5, a(x) es un conjunto 
abierto y, por tanto, un entorno de x. Pero x£C; luego, por el Teorema 2 
de 2.4, Cíla(x) 1° cua l implica que C = a(x) , ya que los compo- 
nentes son disjuntos o coincidentes, de donde x £C. 

Hemos establecido que AClCCC; pero también es cierto que 
C = AHCCAnC. Luego C = AClC, o sea que C es cerrado en el sub- 
espacio (T, d) (Teorema 2 de 2.6) . 

En resumen, el conjunto no varío (por ser un componente) C es abierto 
y cerrado en el subespacio (A, d) . Pero A es conexo, luego C = A (véase 
3.1) y A es un conjunto arco-conexo. 

Las condiciones de que A sea abierto y el espacio localmente arco- 
conexo no son, evidentemente, necesarias, ya que, en cualquier espacio, 
existen conjuntos arco-conexos y por tanto conexos (Teorema 2) que no 
son abiertos. 


6.6. CONTINUIDAD UNIFORME 

Introduciremos un nuevo e importante concepto que es algo más po- 
deroso que la continuidad de una función en un conjunto. 

Supongamos que una función / : ACE-+F es continua en el conjunto 
A ; o sea que, si tomamos un a £ A cualquiera, / es continua en ese punto. 
Luego, dado un e > 0, existe un 8 > 0 tal que 

yx£A con d(x,a) < 8 : d' (/ (x ) , / (a ) ) < r. 

Ahora bien, es claro que 8 depende de 6, pero también es cierto que, en 
general, 8 depende del punto a. No tenemos derecho a suponer que el 
mismo 8 (conservando s fijo) sirva para todos los puntos de A, en el sentido 
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dado arriba. Cuando eso sí sucede, es decir, 8 depende sólo de e y es inde- 
pendiente del punto en cuestión, decimos que / es uniformemente conti- 
nua en A. 

De manera más precisa: 

Se dice que la función / : AGE ->F es uniformemente continua en el 
conjunto A si a cada s > 0 corresponde un 8 > 0 tal que y*, y £ A con 
d(x,y) < 8 : d'(f(x), f(y) ) < e. Es obvio que, si / es uniformemente con- 
tinua en A, entonces / es continua en A. El recíproco no es, en general, 
cierto (véase el ejercicio 43), lo cual revela que la continuidad uniforme 
es una propiedad ( ¡ global ! ) más poderosa que la continuidad en un con- 
junto. Luego veremos bajo qué condiciones adicionales la continuidad se 
hace uniforme. 

La definición es fácilmente interpretada intuitivamente. El ejemplo más 
sencillo es el de una función constante / : AGE ^ F, donde y.r, y £ A : 
f(x) = f(y), en cuyo caso d' (f(x ) , f(y) ) = 0 siempre y cualquier 8 > 0 
satisface la definición. 

La función idéntica j : AGE — » E, tal que yx£A : j(x) — x, es uni- 
formemente continua en A; ya que yx, y£A : d(j(x),j(y)) = d(x,y), 
de manera que, dado e > 0, basta con tomar 8 = e. 

Más general que ambos ejemplos anteriores, se dice que la función 
f : AGE — » F satisface una condición de Lipschitz en A si existe un nú- 
mero real k > 0 tal que 

yx,y£A : d'(f(x),f(y)) < kd(x,y). 

Es inmediato que / es uniformemente continua en A : dado e > 0 tomamos 
8 = %. 

No debe creerse, sin embargo, que toda función uniformemente continua 
satisface una condición de Lipschitz. Lo pondremos de manifiesto apli- 
cando el siguiente ejemplo. Si ( E , d) es un espacio métrico discreto, cual- 
quier función / : A GE— > F es uniformemente continua en A (no importa 
cuál sea A) . En efecto, al tomar 8 = 1 se verifica yx, y£A con d (x, y) < 8, 
necesariamente x = y, de donde d'(f(x),f(y ) ) = 0. Sin embargo, en estos 
casos la función / no siempre satisface una condición de Lipschitz. Sea, por 
ejemplo, la función idéntica j : E —> F, donde (E, d) es el espacio métrico 
constituido por el conjunto de los números reales y la métrica discreta y 
( F,d ') es la recta real; j es entonces uniformemente continua en E. Si 
existe un k > 0 tal que y x,y£E : d'(j(x), j{y) ) = \x — y\ < kd(x,y), to- 
memos x £E con x > k, y = 0; entonces x — \x — 0| < kd{x , 0) = k que es 
una contradicción. O sea que j no satisface una condición de Lipschitz en 
E. Este interesante ejemplo revela un hecho que conviene tener presente: 
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la imagen de un conjunto acotado, bajo una función uniformemente con- 
tinua en él, no es, en general, acotada. Nótese que E es un conjunto aco- 
tado, pero j(E) = F no lo es. 

Consideremos ahora un espacio métrico cualquiera ( E , d) , tomemos un 
punto a £ E y definamos la función / : E — > R tal que 

V* £E : f(x) = d(x, a) . 

Aplicando el lema 1 de 1.1 se verifica 

Vx,y£E : \f(x) -f(y) \ = ( d(x,a) -d(y,a) \ < d{x,y), 

o sea que / satisface una condición de Lipschitz en £ (k = 1) y es, por 
consiguiente, uniformemente continua en E. 

Más general, tomando un conjunto no vacío A de ( E , d) definimos 
g : E — » R tal que 


\x£E : g(x) = d(x,A). 

Empleando ahora lo establecido en 1.2, 

Vx,y(=E : |g(*) -g(y)| = j d(x,A) -d(y, A) \ < d{x,y), 

y g es uniformemente continua en E por idéntica razón a la del ejemplo 
anterior. , 

El compuesto de funciones uniformemente continuas es una función 
continua, tal como se infiere del Teorema 1 de 6.2, pero podemos asegu- 
rar algo más. 

Teorema 1. Sean (E, d) , ( F , d’), (G, d") espacios métricos, / : ACE->F, 
g : BCF — » G con f{A) CB. 

Si / es uniformemente continua en A, y g es uniformemente continua 
en f{A), entonces g ° f e s uniformemente continua en A. 

Demostración. La hipótesis f{A) CB nos permite considerar la función 
compuesta g ° f : A CE — » G. 

Dado e > 0, existe un 8' > 0 tal que 

Vx',y'£f(A) con d'(x',y’) < 8' : d"{g{x ') , g(y') ) < e (1) 

Ahora bien, a 8' > 0 corresponde un 8 > 0 tal que 

yx,y£A con d{x,y) < 8 : d’{f{x),f{y)) < 8', 
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de donde, sabiendo que f(x), f(y ) £f(A) y aplicando (1), obtenemos 

d "(S‘f{x), g°f(y)) < e. 

Siendo la continuidad uniforme una propiedad global, ésta se refiere 
siempre a un conjunto, que puede ser el dominio de la función o un sub- 
conjunto de él, y ello justifica el siguiente resultado, bastante obvio. 

Corolario 1'. Si / : ACE — > F es uniformemente continua en A y B es 
un conjunto no vacío con BC.A, entonces / es uniformemente continua en B. 

Demostración. La función idéntica j : BCE — > E, tal que 

y.x£B : j(x) = x, 

es uniformemente continua en B. 

Por otra parte, la función / : BGE F es formalmente /»; que es 
uniformemente continua, por el Teorema 1, en el conjunto B. 

Es claro que toda propiedad de las funciones continuas se cumple (a 
fortiori ) para las uniformemente continuas, en particular, lo referente a 
imágenes de conjuntos compactos y conexos. Pero, teniendo en cuenta que 
la continuidad uniforme es más fuerte que la continuidad, es de esperar 
que determinadas propiedades que no resultan invariantes con respecto a 
una transformación continua si lo sean cuando aquella es uniforme. Ya 
hemos visto que la imagen uniformemente continua de un conjunto aco- 
tado no es, en general, acotada; aunque para conjuntos precompactos su- 
cede lo propio, como veremos en seguida. No ocurre así para una función 
¡ue es sólo continua (ejercicio 43). 

Teorema 2. Si / : ACE^F es uniformemente continua en el conjunto 
irecompacto A, entonces su rango f{A) es precompacto. 

Demostración. Dado e > 0, existe un 8 > 0 tal que 

Vx,y £A con d(x,y) < 8 : d’ (/ (*) , / (y) ) < e. (1) 

Ahora bien, como A es precompacto, a 8 > 0 corresponde un conjunto 
finito de puntos x u x 2 , ■ ■ •, x„ £ A tales que 

n 

A C U N( Xi ; 8). 

Í= 1 


( 2 ) 
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De allí se deduce que 


f(A)C U N (/(*») ; e), 

t— i 


o sea que f(A) es precompacto. En efecto, para un punto cualquiera 
y£f(A), existe un x £A con f(x) — y , pero, por (2), x £N(a:í; 8) , para 
algún i — 1,2, •••,«, lo cual implica que d(x,Xi) < 8; luego, en virtud 
de (1) d'(f(x), f(x i)) < £, es decir, 

y = /(*) £N{f{xi ) ; e). 

No debe creerse que la propiedad del teorema precedente caracteriza 
las funciones uniformemente continuas. Más aún, / puede ser continua 
en el conjunto precompacto A, con f(A) precompacto, sin ser uniforme- 
mente continua en A, en tal sentido véase el ejercicio 44. 

El teorema 2 de 6.1 nos dice que la imagen continua de una sucesión 
convergente es también convergente. Veamos ahora que tal propiedad se 
aplica a las sucesiones de Gauchy si la continuidad es uniforme. 

Teorema 3. Si / : ACE -» F es uniformemente continua en A y {x„} es 
una sucesión de Cauchy en A, entonces {*/(*„)} es una sucesión de Cauchy 
en f(A) . 

Demostración. Dado e > 0, existe un 8 > 0 tal que 

yx,y€A con d(x,y) < 8 : d' (/ (*) , / [y) ) < e. (1) 

Ahora bien, a 8 > 0 corresponde un v £ N tal que 
yn,n' > v : d(x n ,x„’) < 8, 

de donde, aplicando (1), obtenemos d'(f(x n ), f{x n f ) ) < e, siempre que 
n, n’ > v, y {/(*«)} es una sucesión de Cauchy. 

Nótese que no viene al caso si las sucesiones de Cauchy que intervienen 
en el teorema precedente son convergentes o no. Por otra parte, es intere- 
sante observar que, si el espacio ( F , d') es completo, la función “transporta” 
sucesiones de Cauchy a sucesiones convergentes. 

Pasamos ahora a demostrar un famoso e importantísimo teorema, atri- 
buido a Pleine. En esencia, establece que si a continuidad añadimos la 
hipótesis de compacidad del dominio, ésta se hace uniforme. 
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Teorema 4. (Heine). Si / : A CE F es continua en el conjunto com- 
pacto A, entonces / es uniformemente continua en A. 

Demostración. Sea e > 0. Para cada punto a £ A, como / es continua en 
él, existe un r > 0, que corresponde a e / 2 , tal que 

Yx£AnN(a-r) : d'(f(x), f{a ) ) < s / 2 . (1) 

Ahora bien, la familia de esferas N (a; r ¡ 2 ) , para todo a £ A, es, eviden- 
temente, una cobertura abierta del conjunto compacto A. Existen entonces 
esferas jV(aij ri / 2 ), N (a 2 ; ri ¡ 2 ), ■ • N (a n \ r “/ 2 ) tales que 

AC UN(a i; '</*). (2) 

i=l 

Sea 

S = mín { r '/ 2 , • • •> rn / 2 } • 

Resulta ahora que, 

yx,y£A con d(x,y ) < S, 

debe tenerse que (por (2)) x £N(ai; rí ¡ 2 ) (para algún i — 1, 2, • • •, n ), de 
donde 

d{y, < d(x, y) + d{x, a f ) < 8 + Tt ¡ a < r 4 ; 
o sea que x, y £ A D N(a¡ ; r 4 ), lo cual implica, en virtud de (1), que 
d'{f{x),f(ai)) <7 2 , d'{f{y),f{a i )) <7 e ; 

luego, 

d'(f(x),f(y)) <d'(f(x),f( ai )) + d' (f (y) , f (cu) ) < e. 

Ciertamente que la compacidad del dominio no es una condición nece- 
saria, ya que existen funciones uniformemente continuas en dominios cua- 
lesquiera. 

La hipótesis sobre el dominio puede hacerse menos restrictiva, pero a 
costo de una nueva exigencia sobre la función con objeto de garantizar su 
continuidad uniforme, tal como se plantea en el siguiente resultado. 

Corolario 4'. Si / : ACE^>F es continua en el conjunto relativamente 
compacto A y existe lím /(*), para todo a £A‘, entonces / es uniformemente 


continua en A. 
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Demostración. Por aplicación directa del Teorema 3 de 6.2, existe una 
función única g : ÁCE^>F, continua en Á y tal que 

yx £A : g(x) = f(x). 

Ahora bien, como el conjunto Á es compacto, g es uniformemente con- 
tinua en A, en virtud del Teorema 4. 

También la función idéntica j : AGE — > E, tal que y x£A : j(x) = x , 
es uniformemente continua en A y es claro que / = g » j. Luego / es unifor- 
memente continua en A (Teorema 1). 

El lema que sigue nos ayudará a demostrar el importante Teorema 5 y 
constituye además una especie de recíproco del corolario anterior. 

Lema 1. Si f : ACE F es uniformemente continua en A y el espacio 
( F,d ') es completo, entonces existe lím f(x) , para todo a £ A'. 

x~±a 

Demostración. Tomemos un a £ A' cualquiera y demostremos la existencia 
del límite de / en a por aplicación del Teorema 4 de 5.7. Dado e > 0 existe 
un 8 > 0 tal que 

V x,y£A con d(x,y) < 8 : d’(f(x), f(y) ) < e. 

Ahora bien, S = N(a; i j 2 ) es un entorno del punto a y 

v-A y €(£-{«}) n ,4 

se tiene que x, y £ N(a; ®/ 2 ), de donde d(x,a ) < a / 2 , d(y,a) < 5 / 2 , resul- 
tando que d{x,y) < d(x,a) + d{y, a) <8 y sabiendo que x,y(¿A, obte- 
nemos d’(f(x), f(y) ) < e. 

Vemos, pues, que el Teorema 4 de 5.7 nos asegura la existencia de 
lím f(x) en cualquier punto a (¿A' . 

x->a 

Estamos ahora en condiciones de establecer un elegante resultado sobre 
extensión de una función uniformemente continua (compárese con el Teo- 
rema 3 de 6.2), con la ventaja de que la continuidad de la extensión es 
también uniforme. Sus aplicaciones son muchas. 

Teorema 5. Si / : A CE -> F es uniformemente continua en A y el espacio 
( F , d ' ) es completo, entonces existe una función única g : ÁCE— > F, uni- 
formemente continua en Á y coincidente con f en A ( yx : g(x) =f(x ) ). 

Demostración. La función / es continua en A y, en virtud del lema 1, 
existe lím f{x), para todo a£A'. El Teorema 3 de 6.2 nos dice entonces 
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que existe una función única g : AGE -^F continua en i y coincidente 
con / en A. 

Sólo falta demostrar que g es uniformemente continua en Á. Dado e > 0, 
existe un S > 0 tal que 

yx,y£A con d(x,y) < 8 : d'(f(x),f(y)) < £ / 3 . (1) 

Tomemos un par de puntos cualesquiera x,y£Á con d(x,y) < 5 / 2 . 

Como g es continua en * y y, existen S XJ S¡, > 0 tales que 

\z£A con d(z,x) < 8* : d'(g(z),g(x) ) < E / 3 (2) 

Vt£A con d(t, y) < 8„ : d'(g(t),g(y)) < e / 3 . (3) 

Sea ahora 8' = mín { a / 4) 8*, S¡,} y, aplicando el Teorema 2 de 2.4, ele- 
gimos puntos 

peAnN(x;S'), q £AnN(y;8'). 

Luego, en virtud de (2) y (3) y la definición de 8', 

¿'(f(P),g(x)) < e U,d'{f(q),g(y)) < e / 8 . 

Por otra parte, también debido a la definición de 8', 
d{p,q) < d(p,x) + d(q, x) < d(p,x) + d{q,y) + d(x,y ) < 

< S U + S U + = 8 , 


lo cual implica, por (1) 


d'(f(P),f(q)) <% 

Tenemos finalmente, 

d'{g{x),g{y)) < d'(f(p), g(x) ) + d'{f(p),g(y)) < 

< d'(f(P)¡ g{x) ) + d'(f(q),g(y )) + d'{f{ P ),f{q)) < e 

siempre que 

x,y £A, d{x,y) < s ¡ 2 . 

La continuidad uniforme nos permite introducir una relación de equi- 
valencia entre espacios métricos más adecuada al caso que el homeomor- 
fismo, en el sentido de mantener invariante propiedades que dependen di- 
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rectamente de la métrica y, a la vez, no es tan restrictiva como la iso- 
metría. 

Decimos que el espacio métrico ( E,d ) es uniformemente homeomórfieo 
al espacio (F, d') si existe un biyección / : E — » F, uniformemente con- 
tinua en E y tal que / _1 es uniformemente continua en F. 

Es rutinario demostrar que el homeomorfismo uniforme es una relación 
de equivalencia y lo dejamos en manos del lector, quien deberá hacer uso, 
para probar la transitividad, del Teorema 1. 

Es claro que espacios uniformemente homeomórficos son homeomórfi- 
cos, de manera que se aplica todo lo dicho para estos últimos en 6.2. En 
particular, que existe una correspondencia biunívoca entre los conjuntos 
abiertos de uno y otro y lo mismo vale para los cerrados. Lo que difiere 
del simple homeomorfismo es que también los conjuntos precompactos, al 
igual que las sucesiones de Cauchy, se corresponden uno a uno entre espa- 
cios uniformemente homeomórficos (Teoremas 2 y 3). 

Una propiedad importante, que debe destacarse, es la siguiente: Su- 
pongamos que los espacios ( E , d) y (F, d') son uniformemente homeo- 
mórficos y uno de ellos, por ejemplo (E,d), es completo, entonces ( F,d ') 
es también completo. O sea que la completitud es invariante con respecto 
a esta relación de equivalencia, dicho de otra manera, dos espacios unifor- 
memente homeomórficos son ambos completos o ambos incompletos. En 
efecto, sea (y,,} una sucesión de Cauchy en ( F , d') ; existe una biyección 
f : E—> F tal que / y f" 1 son uniformemente continuas en E y F respecti- 
vamente. En virtud del Teorema 3, {/' 1 (y»)} es una sucesión de Cauchy 
en E y, como éste es completo, existe un x£E con f' 1 (y n ) — > x. Pero / es 
continua en x, luego y n = /[/ -1 ( yn ) ] — í * f(x) (Teorema 2 de 6.1), es decir, 
{ y n } es convergente y (F, d') es completo. 

Una condición suficiente (no necesaria, como veremos luego), para que 
espacios ( E,d ), ( F,d ') sean uniformemente homeomórficos es que exista 
una sobreyección / : F — » F y números reales «, /? > 0 tales que 

yc,y £E : ocd{x,y) < d’{f{x), f(y) ) <¡3d{x,y). 

Primeramente, / es inyectiva, ya que, si f(x) = f{y), la primera mitad 
de la desigualdad implica que x = y. O sea que / es biyectiva y la segunda 
mitad de la desigualdad indica que satisface una condición de Lipschitz en 
E, luego es uniformemente continua en E. Por otra parte, 

Vx',S<=F:d(r(x'),f-Hy’)) < '¡ a d'(f\j 1 (*')], /[/-(/) ]) = 1 ¡ a d'(x f ,y') . 

De manera que / _1 es también uniformemente continua en F, por satisfacer 
allí una condición de Lipschitz. 



COMPLETACIÓN DE UN ESPACIO MÉTRICO 


189 


Puede ocurrir que un mismo conjunto E esté provisto de dos métricas, 
dando origen a espacios métricos (E, di), (E, d 2 ) . Cabe preguntarse si son 
uniformemente homeomórficos. En este caso, ya existe una biyección 
7 : E — > E que es la idéntica (j(x) = x, yx £E) y, como aplicación de lo 
establecido arriba, podemos decir que una condición suficiente (de nuevo 
no necesaria) para el homeomorfismo uniforme de estos espacios es que 
existan números reales a, j8 > 0 tales que 

yx,y£E:ad 1 (x,y) < d 2 (x,y) </3d 1 {x,y). 

Consideremos el siguiente ejemplo: Sea N el conjunto de los números 
naturales provisto de métricas d u d 2 , donde d 1 es la métrica inducida por la 
de la recta real, y d 2 es la métrica discreta. Es muy sencillo comprobar que 
los espacios (N,di) y (N , d.¿) son uniformemente homeomórficos bajo la 
biyección idéntica. No obstante, obsérvese que N es acotado en (N, d 2 ) pero 
no en (N, di) , lo cual pone de manifiesto que la acotación no es invariante 
con respecto al homeomorfismo uniforme. Por otra parte, es trivialmente 
cierto que yx,y£N : d 2 (x,y) < d 1 (x, y ) ; pero, supongamos que existe un 
<* > 0 tal que yx,y ^_N ■. d 1 (x,y) <ad 2 (x,y). Tomemos un n con 
n > a, entonces n — d x (n, 0) < ad 2 (n, 0) = a , lo cual constituye una con- 
tradicción y, por tanto, no existe tal a. 


6.7. COMPLETACION DE UN ESPACIO METRICO 

Ya nos hemos percatado de las ventajas y riqueza en propiedades que 
ofrece un espacio métrico completo. Para remediar la situación, cuando se 
trata de un espacio incompleto, se ha ideado un importante e ingenioso 
artificio, mediante el cual se construye un espacio completo que contiene 
al dado y de forma tal, que es “el más pequeño” con esa propiedad, siendo 
además “único”. Esta descripción, cuyo propósito es puramente orienta- 
dor, será expuesta de manera precisa en lo que sigue. Podemos resumir el 
contenido de esta sección en tres partes. Primero, definiremos formalmente 
la completación de un espacio métrico; segundo, demostraremos que todo 
espacio admite una completación; finalmente, probaremos que todo par 
de completaciones de un mismo espacio son isométricas (unicidad). 

En todo caso, las sucesiones desempeñan un papel fundamental y, antes 
de entrar en materia, conviene establecer algunas propiedades adicionales 
(muy sencillas) de éstas, en forma de lemas auxiliares. 

Lema 1. Si {x n }, {y n } son sucesiones de Cauchy en un espacio ( E,d ), 
entonces la sucesión real {d(x„,y n )} es convergente. 
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Demostración. Dado e > 0, podemos hallar un tal que 

^ V . d(*£ nj X n ') <C l ¡ 2} d (y'n, Vn ' ) <C S ¡2' 

Ahora bien, aplicando el lema 1 de 1.1, se verifica 
Vn.» n ^ v . jd( Xn 3 y n ) x n ' , y n > ) | d [xn> x n >^ ~b d (x n , y B ' ) £• 

O sea que la sucesión {d{x n , y„) } es de Cauchy y, como la recta real 
es un espacio completo, es convergente. 

Lema 2. {.r„}, {y n } son sucesiones en un espacio (E, d) . Si {x„} es de 

Cauchy y d(x„,y„) —*■ 0, entonces {y n } es también de Cauchy. 

Demostración. Dado e > 0, podemos hallar un v £N tal que 

V n,rí > v : d(x n ,x n :) < e / s , 
yn>v: d(x n ,y n ) < e / 3 . 

Se verifica entonces, 

yn,n' > v : d(y n> y n ’) < d{x n ,y n ) + d(x n ,y n ') < 

<d(x n ,y n ) + d(.*v,}v) +‘‘d(x n> *„-) < e. 

Lema 3. {*„}, {y n } son sucesiones en un espacio (E, d) . Si x„—> x, 

d (x n> y n ) — > 0, entonces también y„ —> x. 

Demostración. Dado e > 0, podemos hallar un v £N tal que 
V-í > v : d(x n ,x) < c / 2 , d(x n ,y n ) < E / 2 . 

Luego, 

V” > v : d(y nj x) < d(x n ,x) + d(x n ,y n ) < e. 

Lema 4. Si x„— > x, y n ->y, en un espacio ( E,d ), entonces d(x n ,y n ) —> 
d{x,y ) . 

Demostración. Dado e > 0, podemos hallar un v £N tal que 
Vn > v : d(x„,x) < e ¡ 2 , d{y n ,y ) < e / 2 . 

Aplicando entonces el lema 1 de 1.1, se verifica 

Vn > v : | d(x n ,y n ) ~d(x,y) \ < d{x n ,x) + d(y n ,y) < e. 
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Necesitaremos, además, algunos resultados de carácter muy elemental, 
sobre sucesiones en la recta real. Los utilizaremos sin citar, pero conviene 
establecerlos aunque sea escuetamente. 

Sean pues {x n }, {>'„} sucesiones reales y supongamos que x„ -» x, y n -» y. 
Es inmediato que x n + y n — > x + y; basta con escribir | (*„ + >’„) — (* + y)| 
< \x n — x\ + | y n — y\ y aplicar la definición de límite. Por otra parte, si 
existe un v£lV tal que yn > v : x n < c (para algún c (¿R), x n < y„, en- 
tonces x < c, x < y. Su demostración es muy fácil y se deja al lector; en 
todo caso, véanse los ejercicios 8, 1 1 del capítulo V. 

Procedemos ahora a definir lo que hemos de entender por completa- 
ción de un espacio. 

Sea ( E , d ) un espacio métrico cualquiera. Se dice que el espacio 
(F, 9) es una completación de ( E,d ) si satisface las siguientes condiciones: 

1. (F, 3) es un espacio métrico completo. 

2. Existe un conjunto denso F 0 en (F, 0) tal que (£, d) y el subespacio 
(F 0 , 0) son isométricos. 

Es evidente que el espacio ( E , d) es una completación de sí mismo 
si y sólo si es completo, pero volveremos luego sobre este caso. 

Pasamos a demostrar el teorema fundamental. 

Teorema 1. Todo espacio métrico admite una completación. 

Demostración. Sea (F, d) un espacio métrico cualquiera y designemos por 
S al conjunto de todas sus sucesiones de Cauchy. 

Definamos una relación binaria ^ en S tal que, para {*„}, {y n } (¿S, 
{*„} — {y n } si y sólo si d{x n ,y n ) -» 0. 

Es sencillo comprobar que es una relación de equivalencia sobre S. 
En efecto, V{*„} 6Ó 1 : {*„} — ■ {*„}, ya que yn : d(x n ,x n ) = 0; si 
{*„} ' {y n } es una consecuencia trivial de la simetría de la métrica que 

{y») {*»}. Por último, si para {.v„}, {y n }, {z n } £S se tiene {*„} {y n }, 

{y„} ^ {^u}, entonces {x„} ~ (z„}, ya que yn : 0 < d(x n , z„) < 
d[x n ,y n ) + d(y n ,z „ ) y la suma de la derecha tiende a cero. 

Sea F = B /~, es decir, F es el conjunto de las clases de equivalencia 
determinadas por r~> sobre S. 

El próximo paso consiste en proveer a F de una métrica. En ese sen- 
tido, definamos una función 3 : F X F —> R tal que, para todo par de ele- 
mentos | = el {*„}, r¡ = el { y„ } de F, 3(f, r¡) = lím d(x n> y„) . 

Este límite siempre existe, en virtud del lema 1. Por otra parte, 3 está 
bien definida, ya que, si se toman { x ' n } { y ' n } £ V cualesquiera entonces 

{x'n} {*„}, {/„} s-' {y n } y, aplicando el lema 1 de 1.1, V n£N: 
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\d{x n ,y n )-d{x' n ,y' n )\ < d{x n ,x' n ) + d(y n ,y' n ), pero, como el miembro 
de la derecha tiende a cero, lo mismo sucede con el de la izquierda. Se 
deduce, por el lema 3, que 

lím d(x n , y n ) = lím d(x' n , y' n ) . 

Veamos que 0 es una métrica para F. 

Primeramente, es consecuencia inmediata de la definición de d que 

\Z,r,£F :d(£, V ) >0. 

La propiedad simétrica de 3 se deduce en seguida de la simetría de d. 
Es evidente que V|GF:3(¿, £) =0. Recíprocamente, supongamos 
que, para | = el (x n ), r¡ = el {y„} en F, se tiene que 0(|, r¡) — lím 
d(x n ,y n ) = 0; esto implica { x n } — {y n }, de donde £ = r¡. Por último 
tomando i = el { x n }, r¡ — el { y . n }, £ = el {z„} cualquiera en F, se verifica 

yn£N : d(x„,y n ) <d(x n ,z n ) + d(y n ,z„) 

y, pasando al límite de ambos miembros de la desigualdad, obtenemos 

3(í,i») <3(í,í) +3(iJ, O- 

En resumen (F, 0) es un espacio métrico. 

Sea F 0 el conjunto de todos los puntos £ £ F de la forma £ = el {x}, es 
decir, que son clases de equivalencia de sucesiones constantes en ( E , d) . 
Es interesante observar, aunque no haremos uso de ello y se deja al lector, 
que podemos expresar 

F<¡ = (I £F | | = el { x n }, donde { x n } es convergente). 

Es inmediato que la función / : E — > F 0 , tal que yx£E:f(x) = 
el {*} £F 0 , es biyectiva. Además, 

yx,y£E : d{x,y) = lím d(x,y) - d{f[x), f{y) ) . 

De manera que (£, d) y el subespacio (F 0 , 0) son isométricos bajo /. 

Sea { x„ } dS y consideremos la sucesión {/ (x n ) } y el punto | = el {*«}, 
ambos en F. 

Dado e > 0, existe un v tal que yn, n' > v : d(x n , x n ’) < s /ü. Con- 
servemos n' fijo, pero con n' > v; entonces las sucesiones {a: 0 ,x,,. • • ,x „ ,• • •}, 
{x n >, x n ', • • •, x„’, ■••} son de Cauchy en (E, d) y, aplicando el lema 1 y 
las definiciones de 0, /, obtenemos 
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3(£, /(*»')) = lím¿?(x„, x„.) < 7 S < e, 

siempre que n' > v. Pero esto equivale a j{x„) — > £. 

En resumen, hemos demostrado que 

{*«} £S=)f(x») -> c/ {*„}. (1) 

Otra manera de expresar (1) es que, para todo £ = el {*„} 
/(*„) £• Pero nótese que, como la sucesión {/(#„)} está en F 0 , esto im- 

plica que £ £ F, 0í en virtud del corolario 2' de 5.1. Tenemos entonces 
FCF g , de donde F<¡ = F y F a es denso. 

Finalmente, veamos que (F, 3) es completo. 

Sea {|i, £ 2 , ■■■, £„, •••} una sucesión de Cauchy en (F,d). Construya- 
mos una sucesión {q lt r¡ 2 , ■ ■ ■ . r¡„, ■ ■ ■ } en F 0 por el siguiente procedimiento: 
para cada n > 1, elegimos un r¡ n 6 F a con 0(£„, r¡ n ) < 1 ¡ n ; esto es posible, 
ya que, como F 0 — F, entonces ¿ n F. a y el conjunto N(£ n ; 1 j n ) D F 0 no es 
vacío (Teorema 2 de 2.4). 

Es claro que la construcción de {??„} implica que S(£„, r¡ n ) — > 0. Luego, 
por el lema 2, {r¡ n } es una sucesión de Cauchy, de donde {/" 1 (’?n ) } 
(obvio) . 

Aplicando ahora (1) y designando por £ — <r/{/ _1 (i;») } £F, obtenemos 
lím f[t'ivn)] - íím r¡ n = £. 

El lema 3 nos dice entonces que £„ -> £. 

En definitiva (F,d) es una completación de ( E,d ). • 

En la práctica se suelen identificar los espacios ( E,d ) y (F 0 , 0), no se 
hace distinción entre ellos. En tal sentido, se considera ( E , d) como un 
subespacio de (F, 0) y E denso. 

Dirigimos ahora nuestra atención sobre la cuestión de unicidad de la 
completación. 

En el Teorema 1 hemos construido, mediante un ingenioso y elaborado 
procedimiento, la completación de un espacio métrico cualquiera, pero ello 
no descarta la existencia de completaciones distintas o de otras maneras de 
construirlas. Tiene, pues, sentido preguntarse si acaso se obtiene siempre, 
en esencia, la misma cosa. La respuesta la proporciona el siguiente teo- 
rema. 

Teorema 2. Dos completaciones de un mismo espacio métrico son iso- 
métricas. 
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Demostración. Sean (F, 3), (F', 3') completaciones del mismo espacio 
(E, d) . Existen, pues, conjuntos densos F 0 , F¿ tales que ( E , d) es isométrico 
con los subespacios (F 0 , 3) y (F' 0 , 3'). 

En virtud de la transitividad de la isometría (véase 1.3), los subespacios 
(F 0 , 3) y (F 0 ', 3') son isométricos bajo una cierta biyección / : F 0 — »F 0 '. 

Es evidente que la función / : F 0 CF — » F' es uniformemente continua 
en F 0 y, como (F', 3') es completo, el Teorema 5 de 6.6, sabiendo que 
F 0 = F, nos dice que existe una función única g : F — > F', uniformemente 
continua en F y tal que \ T x £F 0 : g(*) = f(x). 

Tomemos puntos x,y£F cualesquiera. Como F — F 0 , existen sucesio- 
nes {x n } 3 {y n } en F 0 con x n — » x, y n ~*y (corolario 2' de 5.1.). Por otra 
parte, g es continua en x, y, luego g{x„) ->g{x), g(y n ) — > g(y) (Teorema 
2 de 6.1). 

Aplicando dos veces el lema 4, obtenemos 

d(x,y) = lím 3 (x n ,y n ) = lím 3' (/(*»), f{y n ) ) = 

= Yimd'(g(x n ),g(y„)) = d'{g{x ) , g(y ) ) . 

Esta igualdad, válida para todo par de puntos x,y £F, implica de inmedia- 
to que g es inyectiva y que (F, 3) es isométrico con el subespacio (g(F), 3'), 
el cual ha de ser completo como consecuencian de la completitud de (F, 3). 
Pero entonces g(F) es un conjunto cerrado en (F', 3'), en virtud del Teo- 
rema 2 de 5.3. Por otra parte, como F 0 CF, tenemos 


y, clausurando, 


g(Fo) =f(Fo) — F' 0 Cg(F) CF' 
F' = F¿Cg{F) CF'. 


O sea que g(F) = F'. 

Podemos ahora dilucidar del todo el caso en que el espacio dado sea 
completo. 

Corolario 2'. Un espacio completo es isométrico con cualquiera de sus 
completaciones. 

Demostración. Sabemos que un espacio completo es una completación de 
sí mismo, luego, en virtud del Teorema 2, es isométrico con cualquiera 
de sus completaciones. 

El corolario lo podemos expresar diciendo que si el espacio es com- 
pleto, no se construye nada nuevo al completarlo. 
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6.8. CONTRACCIONES Y TEOREMA DEL PUNTO FIJO 

Consideremos un espacio métrico { E,d ) y una función /:£—»£. Se 
dice que x £E es un punto fijo de f si f(x) = x ; el nombre proviene de 
que “/ deja a a fijo”. 

La existencia de algún punto fijo y la posibilidad de hallarlo son cues- 
tiones de gran importancia para una variedad de situaciones en Topología, 
Análisis, Cálculo Numérico, Ecuaciones Diferenciales y muchas otras ra- 
mas. Diversas demostraciones y cálculos pueden plantearse de forma tal 
que se reduzcan a determinar la existencia de un punto fijo. En calidad 
de ejemplo elemental, supongamos que el espacio ( E , d) es la recta real y 
queremos resolver la ecuación f(x) = 0; pues bien, cualquiera de sus raíces 
es un punto fijo de la función g(x) = f(x) + x. 

Los llamados teoremas del punto fijo son aquellos que garantizan, bajo 
ciertas condiciones, la existencia de algún punto fijo de una función. Hay 
varios y muy diferentes entre sí. Uno muy famoso es el dé Brouwer, en 
Topología General, cuya demostración es bastante sofisticada. Un caso muy 
particular de éste lo constituye el ejercido 58, que se resuelve aplicando 
adecuadamente la proposición Ce de 6.4 a una función construida al efecto. 

No menos famoso e importante que el de Brouwer es el teorema del 
punto fijo que presentamos aquí, generalmente atribuido a Banach. Sus 
aplicaciones son notables. 

Antes conviene establecer un hecho de carácter muy elemental. Comen- 
cemos por lo siguiente: consideremos un número real mayor que uno, que 
siempre podemos expresar como 1 + S, con S > 0, y sea M > 0 cualquiera. 
Como el cuerpo de los números reales es arquimediano, existe un i¡£iV 
tal que n 8 > M — 1 . Ahora bien, aplicando la fórmula del binomio dedu- 
cimos en seguida que (1 + 8)” > 1 + n8, de donde (1+8)” > M. Hemos 
probado que si k > 1 y M > 0, existe un n (¿N con k n > M. 

Sea ahora k un número real con 0 < k < 1. Una aplicación trivial del 
principio de inducción nos indica que la sucesión real {&"} es decreciente 
y que 0 es cota inferior de su rango. Sabemos entonces, por 5.1, que { k n } 
es convergente y que su límite es igual al extremo inferior de su rango, 
por tanto, mayor o igual que cero. Tomemos un e > 0 cualquiera. Ya que 
l /fc > 1, en virtud de lo establecido arriba existe algún n £N con .(*/&) " ~ 
Vfc" > Ve, de donde k n < e. O sea que ningún número real positivo es cota 
inferior del rango de { k n } en tanto que 0 sí lo es. Inferimos que k n — > 0. 
Superado este detalle de carácter auxiliar, volvemos a lo que nos ocupa. 

Sea una función / : E — » E, donde (E, d) es un espacio métrico. Se 
dice que / es una contracción o que es una función contráctil si existe un 
número real k, con 0 < k < 1, tal que 
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Vx,y£E : d(f(x),f(y)) <kd{x,y). 

Es claro que una contracción f : E E es uniformemente continua en 
E, ya que satisface allí una condición de Lipschitz. 

Demostramos ahora el resultado fundamental. 

Teorema 1. (Banach). Si el espacio (E,d) es completo y /:£->£ es 
una función contráctil, entonces / admite un punto fijo único. 

Demostración. Existe un número real k , con 0 < k < 1, tal que 

yx,y£E : d{f(x),f{y)) < kd(x,y). 

Construyamos una sucesión {x 0 , x x , • • •, x„, • • • } en E de la siguiente 
manera: Elegimos el punto x 0 ££ arbitrariamente y 


Así pues, 


V n £N : x wl = /(*„). 


= f{x 0 ), *2 = /(* i), etc. 


Nos proponemos demostrar que la sucesión^ {x„} es de Cauchy. 
Primero, afirmamos que se cumple la propiedad 


yn £N : d{x n , x*+, t ) < k n d(x 0 , Xi) . _ (1) 

En efecto, aplicando el principio de inducción, notamos que la desigual- 
dad de (1) es trivialmente cierta para n = 0. Supongamos que dicha 
desigualdad se cumple para un n£N. Teniendo presente la definición de 
{x*} y que / es contráctil, se obtiene 


d{xn+ij Xtu-z) d(f(x n ),f(x ntl ) ) ^ kd (x„, x»+i) ^ k 11 * d(xo, x i) , 

o sea que la desigualdad es también cierta para n + 1 y concluimos que 
se verifica (1). 

Por otra parte, mediante simple aplicación reiterada de la desigualdad 
triangular de la métrica, obtenemos, para todo par n, p £N, 

v 

d[x n ¡ x ^ 2 d (x,n i-i, %n+i) 
i— 1 

y haciendo uso de { 1 ) en cada uno de los sumandos de la derecha 
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p 

d (x n , %n+p) ^ d ( xq, X\) 2 k n+ * 1 j 

t=l 


pero, observando que los términos de la sumatoria están en progresión 
geométrica, 

» 1 -k* k n 

= .. . .. . . .. • k n < 


y resulta finalmente 


l— k 


1 —k 


k n 


yn,p£N : d( 

%n j %n+p ) < : — -d{x o, «0 

1 — k 


( 2 ) 


(la desigualdad puede no ser estricta, ya que debemos contemplar la posi- 
bilidad de que x 0 = Xx — f(x<¡), en cuyo caso x 0 es el punto fijo). 

Sabiendo que k n — > 0, es ya obvio, por (2), que la sucesión {x n } es de 
Cauchy y, como ( E, d ) es completo, x n — > x, para algún punto x £E. 

Ahora bien, / es continua en x; luego, haciendo uso del Teorema 2 
•de 6.1, obtenemos 

/(*) = lím f(x n ) = lim x n+1 = x. 

Resulta pues que x es el punto fijo buscado. Su unicidad se establece- 
con facilidad. En efecto, supongamos que existe un y £ E con x^y, 
J(y) = y> entonces d(x,y) > 0 y se verifica 

d( x , y) = d(f(x),f{y)) <kd{x,y), 

de donde 1 < k que es una contradicción. En definitiva, / admite un punto 
fijo único. 

La completitud del espacio es esencial para la validez del teorema pre- 
cedente. Consideremos el caso en que ( E , d) es el subespacio de la recta 
real donde E = R — {0}. Tal espacio no es completo, ya que el conjunto E 
no es cerrado (es abierto) , según el corolario 3' de 5.3. Tomando 0 < k < 1, 
definimos la función f : E —> E tal que yx £E : f(x) = kx; f es claramente, 
contráctil y, sin embargo, no admite punto fijo alguno. 

Es importante destacar el carácter constructivo del hermoso Teorema I ; 
su demostración establece mucho más que la existencia del punto fijo, nos 
-enseña un procedimiento práctico para hallarlo con. cualquier aproximación 
que se desee. 

Entre las aplicaciones notables del Teorema 1 se encuentran la mayoría 
de los teoremas de existencia, tales como los de las funciones inversa e 
implícita, soluciones de ecuaciones diferenciales e integrales de diversa es- 
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pecie. En cálculo numérico se emplea frecuentemente como método efectivo 
para resolver ecuaciones. Parece ser que el primero en usarlo de manera 
sistemática fue Picard, por lo cual se le llama con frecuencia teorema de 
Picard. En los ejercicios podrán verse algunas aplicaciones elementales. 

Puede ocurrir que la función / : E — » E no sea contráctil, pero que, para 
algún número natural n > 1, /" sí sea una contracción, donde definimos 
por inducción /” = / « f n l . Aquí / admite también un punto fijo, tal como 
se establece en seguida. 

Corolario 1'. Sea la función / : E — » E, donde el espacio {E, d) es com- 
pleto. 

Si para algún número natural n > 1 la función f n es contráctil, enton- 
ces / admite un punto fijo único. 

Demostración. Designemos por g = /”. Existe un número real k, con 
0 < k < 1 y tal que 

yx,y £E : d(g(x),g{y)) <kd(x,y). 

En virtud del Teorema 1, existe un único punto x£E con g(x) = x. 
Por otra parte, nótese que 

g ./ = /«+! = /. gf 

de donde 

/(*) = /[£(*)] = £[/(*)]• 

Se verifica entonces 

d{x,f{x)) = d(g{x),g\f{x)]) <kd(x,f(x)) 

lo cual implica d(x,f(x ) ) = 0, es decir x = f(x ) , ya que, de lo contrario, 
tendríamos la contradicción 1 < k. 

Tenemos pues que x es también punto fijo de /. 

Si para algún y£E se tiene f(y) = y, necesariamente g(y) = y, de 
donde y = x, por la unicidad del punto fijo de g. En definitiva, / admite 
un único punto fijo que es el mismo de g. 

Este corolario no sólo generaliza el Teorema 1 en la forma obyia, sino 
que además deja de suponer la continuidad de /. 

EJERCICIOS 

1 . Sea /:£->Fya(E£. Probar que / es continua en el punto a si y sólo 

o 

si, para todo entorno T de f(a) se verifica que a €/ _1 (T) . 
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2. Sea / : ACE -> R continua en el conjunto A, a (¿A y c es un número 
real con f(a) < c. 

Demuéstrese que existe un entorno S de a tal que 
y x £AC\S : f(x) < c. 

3. Sea / : A CE — > R continua en el conjunto A y a £ A. Supongamos que 
para todo entorno S de a existen puntos x, y (£>S (~) A tales que f(x), 
f(y) son de signos contrarios. Demuéstrese que f(a) — 0. 

( Sugerencia : Reducción al absurdo y ejercicio anterior.) 

4. Considérese una función / : ACE — » F cuyo rango es un conjunto 
acotado. 

Si a £ A, se define oscilación de f en a como el número real positivo 
(o cero) : 

o f {a) = inf 8\f(SnA)] 

s 

donde el inf se calcula considerando todos los entornos S de a. 
Demuéstrense las siguientes propiedades: 

a) f es continua en a £A si y sólo si <of(a) — 0. 

b ) Si «£/?, el conjunto B a — {* £A | <o/(x) < a) es abierto en el 
subespacio (A, d) . 

c ) El conjunto D = {x £A \ f es ciscontinua en x} puede expresarse 
como 

00 

D — U (de unión de conjuntos) D n , 

n = i 

donde cada D n es cerrado en el subespacio (A, d) . 

5. Sea / : ACE-^*F continua en el conjunto A y b £F es un punto 
cualquiera. Probar que el conjunto B = {x £A | f(x) = b} es cerrado 
en el subespacio (A, d ) . 

6. Sea f : R—> R continua en R. Demostrar que el conjunto de las raíces 
de la ecuación f(x ) = 0 es cerrado. 

7. Sea / : E — » F continua en E, siendo el espacio (E, d) completo. Pro- 
bar que, si { x n } es una sucesión de Cauchy en E, entonces {/ {x n ) } es 
una sucesión de Cauchy en F. 

8. Sea / : E — > R. Demostrar que / es continua en E si y sólo si, para 
todo a£R, los conjuntos 
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Aa = {x £F | f(x) < a), Ba = {x £E | /(*) > a } 
son abiertos en ( E,d ). 

9. A y B son conjuntos cerrados, no vacíos y disjuntos en el espacio 
( E,d ). Probar que existen conjuntos abiertos y disjuntos 17, F tales 
que AGU, BCV. 

( Sugerencia : Considerar las funciones 

f(x) = d(x,A), g(x) = d(x,B )). 

10. Sea / : E-+F continua en E, siendo el espacio (E, d) completo. 
Definamos : 

\fx,y£E : D(x,y) = d{x,y ) + d’ (f{x) , f(y)) . 

Demostrar que D es una métrica sobre E y que el espacio ( E,D ) es 
completo. 

Deducir además que los espacios ( E.d ) y ( E,D ) son homeomórficos 
y que éste se hace uniforme si / es uniformemente continua en E. 

1 1 . Sea / : E — > F continua y sobreyectiva en E. Demostrar que, si S es un 
conjunto denso de (E, d) , entonces f(S) es denso en ( F,d’ ). 

12. Demostrar que la función / : E — > F es continua en £ si y sólo si, para 
todo conjunto B de (F, d'), 


r(B) c r(B). 


13. Demostrar que / : AGE -» F es continua en A si y sólo si, para todo 
conjunto S con SGF, 


f-'(s)G[E-A-f-'{S)}nA. 

( Sugerencia : Ejercicio 19 del capítulo II y el ejercicio anterior.) 

14. Sean / : AGE —> F, g : BGE — » F continuas en A y B respectivamente. 
Supongamos que 


yx £AC\B : f(x) = g(x). 
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Definamos h : AU B CE —> F tal que 

yx£A : k(x) = /(*), 
yx £B : h(x) = g(x). 

Discútase la continuidad de h en A U B y proporciónese un ejemplo 
que indique que h puede no ser continua. 

¿Qué hipótesis conviene añadir para asegurar la continuidad de h 
en AGB? 

15. Probar que / : ACE — » F es continua en A si y sólo si 

vy€/(¿), Vr>0, 

el conjunto ^[N^y, r )] es abierto en el subespacio {A, d) . 

16. Consideremos los siguientes conjuntos del espacio R 2 : 

A = {( x,y ) £R 2 \ x > 0,xy = 1), B = {( x,y ) £R 2 \ x >0, y = 0). 

Demostrar que A y B son cerrados, disjuntos y d(A,B) = 0. 

1 7. Demostrar que, si un espacio (E, d) es compacto y todos sus puntos son 
aislados, entonces E es finito y (E, d) es homeomórfico con un espacio 
métrico discreto. 

18. Sea / : ACE F continua en el conjunto conexo A. Supongamos que 
para cada x £ A existe un entorno S de x tal que / es constante en 
S DA. 

Probar que / es constante en A. 

19. Sea / : E -» F biyectiva. Demostrar que / es un homeomorfismo si y 
sólo si para todo conjunto A de (E, d) se verifica 

f(A) =f(A). 

20. Consideremos una función / : ACR — » R, donde A es compacto, y el 
conjunto G— {(*,/(*)) £R 2 \ x £A). 

Probar que / es continua en A si y sólo si G es compacto en el espa- 
cio R 2 . 

21. Sean /, g : ACE ^ R continuas en el conjunto A. Demostrar que la 
función h : A C E — > R, tal que 
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yx£A:h(x) = máx {f(x) ! g{x)} ¡ 


es continua en A. 


22 . 


Sean f,g:R^>R continuas en R. Probar que la función h : R 2 — » R 2 
tal que 

yx,y£R : h{x,y) = ( f{x),g{y )) 


es continua en R 2 . 


23. Sean A, B conjuntos cerrados y disjuntos en {E > d) . 

Demostrar que existe una función / : E — > [0, 1], continua en £ y tal 
que 

V* €A : f[x) = 0; 


V* £B : /(*) = 1. 


( Sugerencia : Considérese /(*) 


d(x. A) 

d(x. A) + d(x, B ) 


)• 


24. Probar que, si / : ÁCE -> F es continua en Á y constante en A, en- 
tonces / es constante en A. 

A 

25. Se dice que una función f : R-^R es periódica de período pdR si 

y x£R : f(x+p) = f(x). 

Demostrar que, si tal función es continua en R, entonces es uniforme- 
mente continua en R. 


26. Demostrar que, si / : AC.E -* R es continua en el conjunto compacto 
A y y x £A : f(x) > 0, entonces existe un k > 0 tal que 

V* £A : f(x) > k. 

27. Probar que un conjunto no vacío A de [E, d) es compacto si y sólo 
si toda función /: ACE-+R, continua en A, alcanza un máximo 
absoluto en A. 

28. Sea / : [a, b]CR —> R continua en [a, b]. Defínase la función 
g : [a, b] R tal que 

yx e[a,b] : g{x) 

es el máximo absoluto de / en [a, x]. Demostrar que g es continua en 
[a, b ]. 
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29. Si A es un conjunto compacto de ( E,d ), demuéstrese que siempre 
existen puntos x,y£A con d(x,y) — S (A). 

30. A todo conjunto A de ( E , d ) asociamos una función <p A : E — > R tal 
que 

V* £A : <p A (x) = 1; 

V* £E-A : <p A (x) = 0. 


<Pa se denomina función característica de A. 

a) Determinar el conjunto donde <p A es continua y el conjunto donde 
no lo es. 

b ) Probar que E es conexo si y sólo si las únicas funciones caracte- 
rísticas continuas en E son <p<¡,, <p E . 

31. Demuéstrense los corolarios 1' y 2' de 3.2 y el Teorema 1 de 6.4 hacien- 
do uso del ejercicio anterior en (b) . 

32. Supongamos que ( E , d) es un espacio métrico conexo y que no es 
acotado. Demostrar que toda superficie esférica (de cualquier centro 
y radio) es no vacía. 

33. Probar que, si f : A CE — > F es continua y no constante en el conjunto 
conexo A, entonces su rango f(A) no es contable. 


34. Se dice que la función / : A CR — » R es creciente si 


Vx,y£A con x <y : f(x) < f{y) ; 

es creciente en sentido estricto si la última desigualdad es siempre 
estricta. Función decreciente se define análogamente invirtiendo el sen- 
tido de la última desigualdad; así mismo, decreciente en sentido es- 
tricto. Si una función es creciente o decreciente se denomina monótona. 
Nótese que se trata de una propiedad global. 

a) Demuéstrese que, si / : ACR -» /( A) CR es creciente en sentido 
estricto, entonces / es biyectiva y f l : /( A) — » A es también cre- 
ciente en sentido estricto. 

b ) Probar que, si / : [a, b] -» R es continua e inyectiva en [a, b), en- 
tonces / y f~ x son ambas monótonas estrictas en el mismo sentido 
en sus respectivos dominios y f~ x es continua en su dominio. 

35. Si / : ACE^F es continua en A y S es un arco contenido en A, 
demuéstrese que f(S) es un arco. 
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36. Consideremos el conjunto A = {{x,y) £R 2 | x £ (0, 1], y = sen */*} en 
el espacio R 2 . 

Compruébese que A es conexo y arco-conexo. 

Demuéstrese que Á es conexo y no arco-conexo. 


37. 


Si AGB , dedúzcase, empleando la notación del lema 1 de 6.5, que 
para 

, , A B 

x, y £ A : x r-; y =) x r~> y. 


38. Las llamadas proyecciones se definen como funciones pr { : R n -» R 
( i = 1, 2, •••, n) tal que si x = (x 1; x?, •••, x n ) £R n : pri(x) = 
Compruébese que pr { es sobreyectiva y uniformemente continua, pero 
no inyectiva, en R n . 

Se definen también ó, : R — » R n (i = 1, tal que 

V\£R : bi (A.) = (x u x 2 , •••,*„), 

donde 

Xj = 0 [i 2 / 2 ]), Xi — X. 


Compruébese que ó, es inyectiva y continua en R, pero no sobre- 
yectiva. * 

Verifiqúense además las siguientes relaciones: 


pr t - b¡ = 0 


{i 2 / 2 }), pr¡ » b¡ = /, 2 • Pn = I. 

i— 1 


39. 


Dada la función { : AGE — > R n , definimos sus funciones coordenadas 
como f, = pri o / ( i = 1 , • ■ - , n) . Verifiqúense las siguientes propieda- 
des: 


a) yx£A : f(x) = (/,(*), ■■■,f n (x)) = ^2 - /< ^(*) • 

b) f continua en a £A (—) / { (i =1, • - • ,n ) continua en a. 

c) f uniformemente continua en A {=) fi (i = 1, ■•■,«) 
mente continua en A. 


uniforme- 


40. Probar que, si / : AGE — > F es uniformemente continua en el con- 
junto precompacto A y ( F,d ') es completo, entonces f(A) es relati- 
vamente compacto. 

41. Probar que, si / : A GR n — » F es uniformemente continua en el con- 
junto acotado A , entonces f(A) es precompacto. 
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42. Demostrar que / : E -> F es uniformemente continua en £ si y sólo si, 
para todo par de conjuntos no vacíos A , B de ( E,d ), con 

d(A,B) =0 :d'(f(A),f(B)) = 0. 

43. Sea / : (0, 1) CR — » R tal que 

V* 6(0,1) :/(*) = % 

Demostrar que / es continua, pero no uniformemente continua, en 
(0, 1) y que su rango no es precompacto. 

44. Sea / : (0, 1 ) CR -» R tal que 

V* € (0, 1) : f[x) = sen 1 / t . 

Demostrar que / es continua, pero no uniformemente continua en 
(0, 1) y que su rango es precompacto. 

(. Sugerencia : Lema 1 de 6.6.) 

45. Sea /:£-»£ biyectiva y continua en el conjunto compacto E. De- 
mostrar que los espacios (E, d) y ( F , d') son uniformemente homeo- 
mórficos bajo /. 

46. Demostrar que todo espacio métrico es uniformemente homeomórfico 
con un espacio acotado. 

( Sugerencia : Ejercicio 2 del capítulo I.) 

47. Sea / : A CE — » H, donde (H, |j ||) es un espacio normado. Defina- 
mos g : A CE — > R tal que 

V* : g(x) = ||/(*)||- 

Demostrar : 

a) f continua en x £ A =) g continua en x. 

b) Construyase un ejemplo que indique que el recíproco de a) no es, 
en general, cierto. 

c) f uniformemente continua en A =) g uniformemente continua en A. 

48. Probar que, si / : {a, b) CR -» R es uniformemente continua en ( a,b ), 
entonces existen los límites de / en a y en b. 
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49. Sean f,g : ACE-+R uniformemente continuas en A. Demostrar que 
f+gj'g (se definen: {f+g){x)=f(x)+g{x), (f-g) {x) =/(*) -g{x)) 
son uniformemente continuas en A. 

50. Demostrar que, si / : ACE—>F es continua en el conjunto precom- 
pacto A, (E, d) es completo y existe lím f{x), \?a(¿A', entonces f es 

x~>a 

uniformemente continua en A. 

51. Sea / : ACR n — > F continua en el conjunto acotado A y (F, d') com- 
pleto. Demostrar que / es uniformemente continua en A si y sólo si 
existe lím f(x), \?a(¿A'. 

X — ) €L 


52. (E u di) y (E 2 , da) son espacios métricos. Definimos, 

V* = (x 1 ,x 2 ) } y = (y 1} y 2 ) £E X X E 2 = E : 

d ( x , y) = máx {di (x x , y x ) , d 2 (x 2 , y 2 ) } 
d'{x, y) = d x {xi,yi) + d 2 (x 2 , y 2 ) 
d"(x,y) = V di (*,, y,) 2 + d 2 (x 2 ,y 2 ) 2 . 

A 

Probar que d, d', d" son métricas sobre E y que los espacios resultan- 
tes son uniformemente homeomórficos. Esto significa que es indiferente 
cuál de las tres métricas elegimos para E\ en la práctica es más sen- 
cillo trabajar con d. 

53. Probar que, si A x y A 2 son abiertos en (E x , d x ) y [E 2 , d 2 ) respectiva- 
mente, entonces A x X A.¿ es abierto en el espacio producto E x X E.¿, 
con cualquiera de las métricas del ejercicio anterior. 

54. Demostrar que el espacio producto E x X E 2 , con cualquiera de las mé- 
tricas d, d’ , d" , es completo si y sólo si son completos (E x , d x ) y (E 2 , d 2 ) . 

55. Demostrar que la métrica d : E X E R, de un espacio (E, d) , es 

uniformemente continua en el espacio producto EXE. 

56. Sea (£,0) una completación de ( E,d ). Demuéstrese la equivalencia: 
E es precompacto en (E, d ) (=) F es compacto en ( F , 3) . 

57. Probar que, si /:£—>£’ es continua en E, el conjunto de los puntos 
fijos de f es cerrado. 
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58. Sea / : [a, b] — » [a, b ] continua en [a, b ]. 

Demostrar que / admite un punto fijo (no necesariamente único) . 

(. Sugerencia : C a de 6.4.) 

59. Sea f : R-> R derivable en R y tal que y.v £R : \f(x) [ < k, donde 
0 < k < 1. Probar que / es contráctil en R. 

60. Supongamos que / : R — > R es derivable en R y que su función deri- 
vada f es continua en i? y que / admite un punto fijo z £R, donde 
f'(z) =0. 

Demostrar que existe un intervalo [a, b ] tal que toda sucesión {x„} 
con x 0 d\a, b] y : x^ = f{x n ), converge a z. 



CAPITULO 



I Espacios 
normados 


7.1. FUNDAMENTOS 

Este capítulo debe interpretarse como una breve introducción a vastas 
teorías matemáticas que tienen su origen en el estudio de los espacios nor- 
mados. Lo que tratamos aquí puede tomarse como punto de partida para 
el Cálculo Diferencial en Espacios Normados, Espacios Vectoriales Topo- 
lógicos, Teoría Espectral, Análisis Funcional y otras ramas de gran interés 
y profundidad. Hemos tenido necesidad de reprimir tentaciones de desarro- 
llar y ahondar en una variedad de cuestiones que conducen a resultados 
de enorme trascendencia. No es el propósito de esta obra abarcar el Aná- 
lisis Funcional. Se espera más bien que este capítulo abra el apetito inte- 
lectual del lector y lo incite a disfrutar de las teorías que hemos mencionado. 

Haremos uso de conocimientos muy elementales sobre espacios vecto- 
riales y transformaciones lineales, con los cuales el lector debe estar fami- 
liarizado. Aunque, la mayoría de las veces, recordaremos brevemente los 
conceptos. 

Partimos de los ejemplos 3 y 4 de 1.1, donde se definen la norma y 
producto interior de que puede estar provisto un espacio vectorial sobre 
el cuerpo de los números reales. Allí se establece que un espacio normado 
puede considerarse como un espacio métrico con respecto a la métrica in- 
ducida por la norma y, al tratarlos como tales debe entenderse, sin excep- 
ción, que nos referimos a esa métrica. Así pues, todo lo establecido en los 
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capítulos anteriores sobre espacios métricos es aplicable y válido para espa- 
cios normados en particular. Aquí nos proponemos destacar aquellas pro- 
piedades específicas de los espacios normados que no son generalizables a 
espacios métricos cualesquiera. Es interesante hacer lo mismo con espacios 
euclídeos, que son también normados y por tanto métricos (ejemplo 4 
de 1.1), y se origina una fascinante teoría; pero no la desarrollaremos aquí. 
Basta con saber que todo lo relativo a normados es válido para los eu- 
clídeos. 

En un espacio normado se conjugan dos estructuras de naturaleza di- 
versa, una algebraica, como espacio vectorial, y otra topológica en su 
carácter de espacio métrico. De la combinación de ambas y la manera como 
influyen entre sí se desarrolla una hermosa teoría de extraordinaria riqueza. 
Tratadas independientemente constituyen la Topología Métrica, ya estu- 
diada, y el Algebra Lineal. Ahora nos ocupamos de analizar su confluencia. 
Entre otras cosas, se pondrá de manifiesto que los espacios normados son 
menos susceptibles a la “patología” que los métricos; queremos decir que 
hemos visto ejemplos de estos últimos que presentan propiedades muy ex- 
trañas; los normados, por el contrario, se acercan mucho más a nuestra 
intuición geométrica, en ellos suceden las cosas casi siempre como nosotros 
esperaríamos sucediesen; resultan menos difíciles de imaginar. 

Designaremos los espacios normados jror letras H, K, G, • • • y sin pe- 
ligro de confusión, notaremos la norma de todos ellos por || ||, a menos 
que sea preciso distinguir entre dos normas de un mismo espacio. Repre- 
sentaremos por 0 al vector nulo de cualquier espacio y por x, y, z, ■ ■ ■ los 
vectores (también los llamaremos puntos), eligiendo letras griega^ a, /?, 
para los escalares u operadores reales. 

Un espacio normado completo (como métrico, por supuesto) se deno- 
mina espacio de Banach y uno euclídeo completo espacio de Hilbert. 

Si el espacio normado (o euclídeo) es el constituido únicamente por 
el vector 0, decimos que es trivial. De una vez y para evitar el tenerlo que 
advertir en cada caso, todos los espacios normados que consideraremos se- 
rán no triviales. Cuando se trata de subespacios vectoriales sí habrá nece- 
sidad de hacer la salvedad. 

Comenzamos por investigar la naturaleza de las esferas y las consecuen- 
cias que ello trae. 

Sean, pues, H un espacio normado, a £H y r > 0. Veamos que la esfera 
abierta N(a;r) siempre contiene puntos distintos de a y que la superficie 
esférica S(a;r ) no es vacía. En electo, basta con mostrar un punto en cada 
caso. Tomemos un x £H con x 0. Es inmediato comprobar que 

r r 

a + ——x€N{a;r),a + —x £S(a;r). 

2\\x\\ !M! 
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Podemos decir entonces que las esferas son “llenas” o, lo que es lo 
mismo, que H carece de puntos aislados (contrástese con un espacio mé- 
trico discreto). 

Esto implica que, si A es un conjunto cualquiera de H, todo punto in- 
terior de A es punto de acumulación de A (véase 2.3), es decir 

ACA'. 


El recíproco no es, por supuesto, cierto. 

De aquí extraemos una bonita consecuencia. Supongamos que A es un 
conjunto abierto y no vacío de //. Entonces A = A y tenemos 

ACA'; 

clausurando y recordando que A' es cerrado (corolario 1' de 2.4) , 

ACA'; 

pero, por el Teorema 1 de 2.4, A' — (A)' y como siempre (A)'CA, con- 
cluimos que 

a = (Ay. 

Esto quiere decir, en resumen, que la clausura de todo conjunto abierto 
no vacío es un conjunto perfecto (véase 2.4) . 

Volvamos a considerar una esfera abierta N(a;r ) en H. La inclusión 
obvia N(a;r) CN(a;r) implica, clausurando, N{a;r ) C N(a;r). Por otra 
parte, N(a;r) — N(a;r) U S(a;r); tomemos un punto x £S(a;r) , es de- 
cir ||jc — a|| = r y demostremos que es de adherencia de N(a;r). 

En efecto, dado e > 0, se comprueba directamente que el punto 


es tal que 


z = a + (1 - £ / 2r ) ( x-a ) 


2 £N(a; r) y ¡jz-*|| < e. 


Hemos deducido pues que 


N{a;r) = N{a;r). 

Podemos agregar, en virtud de lo establecido antes, que una esfera 
cerrada es un conjunto perfecto, por ser la clausura de un abierto. Además, 
como 
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S{a;r) = N(a;r) -N{a- } r), 
obtenemos también que la frontera 

/?[ÍV(a;r)] = S(a¡r) 

(véase F 4 de 2.5), lo cual trae como consecuencia que S(a;r) es un con- 
junto nada-denso, por ser la frontera de un abierto, según el Teorema 1 
de 2.7. 

Finalmente, veamos que el diámetro 8[N(a;r)] = 2 r. En efecto, sabe- 
mos que 8[2V(a;r)] < 2r; cualquier número menor que 2r puede repre- 
sentarse como 2r — e, donde e > 0. Tomemos un z H con ||z|| = 1 (basta 

con hacer z = x, para un x 6 ) , entonces los puntos 

11*11 

* = a + (r — e li)z, y — a — ( r- c U)z 
pertenecen ambos a N (a; r) y se verifica directamente que 
||*-y|| =2 r— s / 2 > 2r - e. 

4 

En virtud del lema 1 de 4.1, también es 8[7V(a; r)] = 2r. 

Se destaca claramente lo que habíamos anunciado sobre la predictibili- 
dad intuitiva de los espacios normados. 

El lema siguiente es un caso particular de resultados poderosos que 
serán establecidos más adelante, no obstante, conviene introducirlo ahora 
por razones técnicas. 

Lema 1. Si {x n }, {}’„} son sucesiones en el espacio normado H, tales que 
x„ — > x, y„ — > y , a, P £ R. entonces ax„ + fiy» — > ax + fiy. 

Demostración. Si a = ¡3 = 0, entonces ax n 4- fty n = ax + fiy = 0 y la 
tesis se cumple trivialmente. 

Supongamos que al menos uno, a ó ¡3 es distinto de cero, en cuyo caso 

|a| + |j8| > 0. 

Dado e > 0 , podemos hallar un v (¿N tal que 


Yn> v : ||*„-*|| < 


“! + !£! 


> |ly»-y|| < 


a + 


luego, 


V« > v : \\(ax n + Py n ) “ (ax + /?y)|¡ < \a\ ||*»-*|| + \fi\ ||y*— y|| < e. 
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Considerando al espacio normado H como métrico, es claro que cualquier 
subconjunto no vacío de H constituye un espacio métrico de la manera acos- 
tumbrada (1.4), es decir, un subespacio métrico de H, y, como tal, sabemos 
manejarlo. Pero ahora nos interesan los subespacios normados de H ; vale 
decir, un subconjunto S de H que sea, a su vez, un espacio normado con 
respecto a las mismas operaciones algebraicas y norma de H. Entonces S 
debe ser un subespacio vectorial de II y con eso basta, ya que, evidentemente, 
la norma de II, restringida a S, constituye una norma para S. 

De aquí en adelante, a menos que se diga expresamente lo contrario, al 
hablar de subespacios de H, nos referimos siempre a subespacios vectoriales 
normados de H. 

Recordemos el elemental pero útil criterio, según el cual, un subcon- 
junto no vacío S de H es un subespacio vectorial si y sólo si 

Vx,y£S, 

y a, [i £R : ax + py £S. 

Ejemplos triviales de subcspacios de H son (0) y el propio II. 

Se nota pues que los subespacios de H son conjuntos muy particulares 
de ese espacio normado y cabe preguntarse acerca de su naturaleza topo-' 
lógica. A fin de dilucidarla, procedemos a demostrar un par de interesan- 
tes teoremas y un lema que merecerá ciertos comentarios. 

Teorema 1. Si ó 1 es un subespacio de H, entonces su clausura S es tam- 
bién un subespacio. 

Demostración. Tomemos x, yp_S, a,pp_R cualesquiera. 

En virtud del corolario 2' de 5.1, existen sucesiones { x„ }, {>'„} en S 
tales que x n —> x, y„ — > y. 

Ahora bien, como S es un subespacio, la sucesión {ax n + py n } está en 
S y, por el lema 1, ax n + Py n — » ax + Py. 

Aplicando de nuevo el corolario 2' de 5.1, concluimos que ax + py £ S. 


Teorema 2. Todo subespacio que no sea igual a H es un conjunto fron- 
terizo. 

Demostración. Sea S un subespacio y supongamos que S 

o 

Tomando entonces un a £S, debe existir un r > 0 tal que 


N{a;r) CS. 
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Sabemos que, necesariamente, d £S y si x £H es un punto cualquiera con 
x 6, elijamos un t ¿R tal que 


0 < t < 


Se comprueba directamente que z = a + tx £N(a; r ) ; o sea que z (¿S, 
de donde se deduce, por ser S un subespacio, que también 


x = - (z— a) ¿S. 


En resumen, hemos demostrado que, si S =/= <j> , entonces S — H. De ma- 
nera que, si 5 es un subespacio que no es igual a H, necesariamente S — <j>, 
lo que equivale a decir que S es un conjunto fronterizo (P 6 de 2.7) . 

Como consecuencia del teorema precedente, observamos que, si S es un 
subespacio que no coincide con H, entonces 5 no puede ser abierto, ya que, 
si lo fuese, tendríamos S = <j> (P r de 2.7) lo que es imposible porque siem- 
pre 6 £S. Sí puede suceder, en cambio, que S sea cerrado, en cuyo caso S 
será un conjunto nada-denso (P 4 de 2.7). Veremos más adelante, por ejem- 
plo, que si S es de dimensión finita, entonces es cerrado. 

El lema siguiente puede resultar algo desconcertante a primera vista, ya 
que el resultado que establece no parece tener mayor' significación. No 
obstante, de él obtendremos, en 7.4, una conclusión que nos atrevemos a 
calificar de espectacular y que confiere a la teoría una armonía extra- 
ordinaria. 

Lema 2. (Riesz). Si S es un subespacio cerrado que no coincide con H, 
entonces, a cada a £R con 0 < a < 1, corresponde un z £H con |[z|| = 1 
y tal que 

V-v 6 S • H* — «|| > o. 

Demostración. Sea «Cfi con 0 < a < 1. 

Como S no es igual a H, tomemos un punto x x (¿II — S. Ahora bien, 
considerando que S es cerrado y que *1 £S, el Teorema 2 b) de 2.4 nos 
dice que 

k = d(x 1 , S) > 0, 

donde d es la métrica en H , inducida por su norma. 
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Como 0 < a < 1 se tiene que k < de donde, por definición de 
d(x 1; S), debe existir un x 0 tal que 

0 < h = II*! — *o|| < h la. 

Consideremos el punto z = 1 /h (*i — A" 0 ). 

Se verifica entonces, para todo x dS, hx + x 0 £S (por ser S un subes- 
pacio), lo que implica 

||x-z|| = 1 / h ¡| hx- (x 1 -x 0 )|| = 1 lh \\(hx+x 0 ) — AiH > k lh > «• 


7.2. CONVEXIDAD Y POLI-CONECTIVIDAD 

Aprovechando la estructura algebraica de un espacio normado H, po- 
demos considerar en él cierto tipo especial de arcos (véase 6.5) que resulta 
muy útil y relevante. 

Tomemos un par de puntos x,y £H cualesquiera y definamos la función 
/ : [0, 1] — » H tal que 


Vi €[0,1] : f{t) = x + t(y-x). 

Es inmediato que / es continua en [0, 1], ya que la relación 

vm'€[o,i]: ||/(o -f(t ’) || = lb-*!¡-M'! 

indica que / satisface una condición de Lipschitz en [0, 1]. El rango de / 
es pues un arco, cuyos extremos son claramente /(0) = x, f( 1) = y, que 
denominamos segmento de extremos x, y y designamos por 


[*> y]- 


Estas consideraciones implican, de paso, que H es arco-conexo y, por 
tanto, también conexo (Teorema 2 de 6.5), pero adelante obtendremos 
resultados más poderosos. 

Todo segmento, por ser un arco, es un conjunto conexo, arco-conexo 
y compacto. 

En particular, si H es la recta real, es evidente que el segmento de 
extremos x, y es precisamente el intervalo cerrado [x, y] (suponiendo x < y) . 
Así pues, la notación adoptada no da lugar a confusión. 

Geométricamente, el segmento [x, y] en R 2 ó R 3 es claramente el seg- 
mento de recta que une los puntos x,y. 
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Definimos ahora una clase de conjuntos que desempeñan un papel im- 
portante en la teoría. 

Se dice que un conjunto no vacío A, de un espacio normado H, es 
convexo si 

Vx,y£A : [x,y]CA. 

Se intuye que un conjunto convexo debe ser de “una sola pieza” y ade- 
más “abombado”, es decir, no tiene “hundidos”. 

Un conjunto constituido por un solo punto es obviamente convexo, ya 
que [x,x] — {x}. 

Otro ejemplo evidente es el de un subespacio S de H; si x,y £S, enton- 
ces x + t(y—x) = (1— t)x + ty£S, para todo t £[0, 1], es decir, [x,y]C.S' 
y S es convexo. En particular, el espacio H es convexo. 

Teniendo en cuenta que un segmento es un arco, observamos de inme- 
diato que todo conjunto convexo es arco-conexo y, por tanto, conexo (Teo- 
rema 2 de 6.5). Es fácil imaginarse, sin embargo, conjuntos arco-conexos 
que no son convexos; en tal sentido véase el ejercicio 12. 

Todo conjunto convexo en la recta real es un intervalo (por ser co- 
nexo) y, recíprocamente, es obvio que un intervalo es convexo. Tenemos 
pues que conectividad, arco-conectividad y convexidad son propiedades 
equivalentes en la recta real y los únicos conjuntos que las poseen son los 
intervalos. *• 

Lema 1. Si A es un conjunto convexo, en un espacio normado H, entonces 
su interior A y su clausura Á son convexos. ' 

Demostración. Tomemos x,y£Á, f £[0, 1], cualesquiera. 

En virtud del corolario 2' de 5.1, existen sucesiones {x„}, {y n } en A con 
x„ — > x, y n —>y, lo cual implica, por el lema 1 de 7.1, que 

(1 — t)x n + ty n — » (1 —t)x + ty = x + t(y — x) ; 

pero, como A es convexo, la sucesión {(1 —t)x„ + ty„) está en A y, de 
nuevo por el corolario 2' de 5.1, x + t(y — x) £Á. 

De manera que Á es convexo. 

Sean ahora x, ydA; nos proponemos demostrar que [x, y] CA. 

Con tal fin, tomemos un z = x + t(y — x ) £[x, y], para algún t £[0, 1] 
cualquiera. 

Podemos hallar un r > 0 tal que N(x; r) CA, N(y; r) CA. Luego, si 
o >£N(z;r), entonces j ¡o> — z|¡ < r y se comprueba directamente que 
Xi = x + o>—z£N(x;r), y x = y + a—z £N(y; r) , de donde x t ,y x £_A y, 
como éste es convexo, [xi, y,] CA, lo cual implica que to=Xi + í(y 1 — Xi) £ A. 
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En resumen, N(z; r ) CA, o sea que z £Á, pero z es un punto cualquiera 
de [x, y], luego [x, y] C A y A es convexo. 

Lema 2. Toda esfera abierta o cerrada, de un espacio normado H, es un 
conjunto convexo. 

Demostración. Sean a£H y r> 0 y consideremos la esfera abierta 

N(a; r ). 

Tomemos x,y £N(a; r), t [0, 1] cualesquiera y se tiene 

|| {x + t{y-x) ) -a|| = ||(l-0 ( x-a ) +t{y- a)||<(l— í) ||x-a|| + í||y-a|| 

< (1— t)r + tr = r, 

o sea que 

x + t(y—x ) £N(a; r ) , 

es decir 

[x,y]CN{a] r) y N(a; r ) 


es un conjunto convexo. 

En cuanto a la esfera cerrada, sabemos que es la clausura de la abierta 
y, por el lema 1, es también convexa. 

De manera pues que, por ser convexa, toda esfera abierta de un espacio 
normado es un conjunto conexo y arco-conexo. Esto implica, en virtud del 
Teorema 1 de 3.4, y del Teorema 4 de 6.5, un resultado que merece des- 
tacarse : 

Teorema 1. Todo espacio normado es conexo, arco-conexo, localmente 
conexo y localmente arco-conexo. 

En 6.6 vimos que una función uniformemente continua no satisface, 
necesariamente, una condición de Lipschitz. El interesante teorema que pre- 
sentamos a continuación nos indica que, si la función es uniformemente 
continua en un conjunto convexo, entonces “casi” satisface una condición 
de Lipschitz. 

Teorema 2. H es un espacio normado y ( E , d ) es métrico. Sea la función 
f : ACH -a E, donde A es convexo. Entonces / es uniformemente conti- 
nua en A si y sólo si a cada e > 0 corresponde un a > 0 tal que 


Vx,y£A : d(f(x),f(y)) < « ||x-y|| + e. 
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Demostración. Probaremos primero que la propiedad expresada en el 
enunciado implica la continuidad uniforme, para lo cual no hace falta que 
A sea convexo. 

Dado e > 0, existe, por hipótesis, un a > 0 tal que 

Vx,y£A : d (f (x) , f (y) ) <a]|x-y|| + e / ;2 . 

Si hacemos S = E laa se verifica entonces que y x,y£A con ||x — y| | < 8 : 
d(f(x),f(y)) < e. O sea que / es uniformemente continua en A. 

Recíprocamente, supongamos que / es uniformemente continua en A y 
sea e > 0. Existe un 8 > 0 tal que 

V x,y£A con ||*-y|| < 8 : d(f(x),f(y)) < e. (1) 

Tomemos x, y£A cualesquiera y sea n el número natural que satisface 

(n-l)8 < II* — y|| < n8 (2) 

( n es el mínimo número natural que cumple nS > ||*— )>||). 

Ahora bien, como A es convexo, [x,y]CA, de manera que todos los 
puntos de la secuencia 

*0 = X, X x = *+7 n(y-x), Xa = X + 2 I n{y-x), X n = * + ”/ n{y~x) = y 


pertenecen a A, por estar en [ x , y]. 
Por otra parte, aplicando (2), 


= 1 ln\\x~y\\ < 8 [k = 1, 2, 
lo cual implica, por ( 1 ) , que 

d(f{x k ),f{xh- 1 )) < e (k = 1, 2, 

Luego, aplicando reiteradamente la desigualdad triangular de la mé- 
trica, resulta 


d{f(x) ,f{y)) < 2 ,/(**)) <ne; 

k = i 


pero, de la primera mitad de la desigualdad (2) se deduce que 


n < 7« !|*— y|¡ + 1, 
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entonces 

d(f{x),f(y)) < ( e /s) | |a y\\ + 
recordando que los puntos x, y £ A son cualesquiera. 

Se nota que el teorema precedente constituye una caracterización de 
las funciones uniformemente continuas en conjuntos convexos. 

En 6.6 se puso de manifiesto, mediante un ejemplo, que si / : E — > F 
es uniformemente continua en E, donde (E, d) y (F, d') son espacios mé- 
tricos y A es un conjunto acotado del dominio, no es, en general, cierto 
que f(A) es acotado. No obstante, como consecuencia del Teorema 2, ve- 
remos en seguida que si (E, d) es un espacio normado las imágenes de 
conjuntos acotados sí resultan acotadas. 

Corolario 2'. H es un espacio normado y ( E , d) es métrico. Si /://-»£ 
es uniformemente continua en H y A es un conjunto acotado de H, enton- 
ces f{A) es un conjunto acotado de ( E , d) . 

Demostración. Tomando e = 1 y aplicando el Teorema 2, existe un « > 0 
tal que 

Vx,y(=H : d(f(x),f{y)) < «||x-y|| + 1, 
ya que H es convexo. En particular, 

yx,y£A : d{f{x),f{y )) < «||x-y|| + 1, 
pero A es acotado, luego existe un k > 0 (véase 4.1) tal que 

yx,y£A : ||*-yj| < k. 


Se deduce entonces que 

yx,y£A : d(f(x),f{y ) ) < ak + 1, 
lo que demuestra que f{A) es acotado. 

El concepto de segmento nos permite introducir en un espacio normado 
cualquiera la idea de “línea quebrada” que nos resulta familiar en geome- 
tría elemental. 

Dada una colección finita de puntos z 0 , Zx, • • •, z„ de un espacio nor- 
mado H, llamamos poligonal al conjunto 
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[z 0 , z u ■ ■ -, z n ] = U (de unión de conjuntos) Zi ]; 

Í= 1 

los puntos Zi reciben el nombre de vértices de la poligonal y también deci- 
mos que z 0 y z n están unidos por la poligonal [z 0 , ¿i, ■ ■ ■, z„]. 

En particular, un segmento es una poligonal. 

La interpretación geométrica de poligonal en R 2 y R 3 es evidente (línea 
quebrada) y, en R, una poligonal [z 0 , zi, no es otra cosa que un 

intervalo cerrado. 

El nuevo concepto da origen a otro tipo de conectividad que es im- 
portante en Análisis. 

Decimos que un conjunto no vacío A, de un espacio normado H, es 
poli-conexo si dos cualesquiera de sus puntos están unidos por una poligonal 
contenida en A. O sea que, si x,y£A, existe un conjunto finito de puntos 
Zo, Zi, z„ £ A tales que z 0 = x, z„ = y, [ z 0 , Zi, ■ ■ • , z„]CA. 

Considerando que todo segmento es una poligonal, es claro que un con- 
junto convexo es poli-conexo. Así pues, el conjunto constituido por un solo 
punto es poli-conexo, lo mismo que un subespacio, incluyendo, por supuesto, 
a H. 

Por el contrario, un conjunto poli-conexo no es, en general, convexo 
(véase el ejercicio 12). De manera que la ppli-conectividad es una propie- 
dad menos restrictiva que la convexidad. 

Veamos cómo se relaciona con la arco-conectividad. 

Teorema 3. Todo conjunto poli-conexo es arco-conexo. 

Demostración. Consideremos un conjunto poli-conexo A en un espacio 
normado H. 

Empleando la notación introducida en el lema 1 de 6.5, todo se reduce 
a demostrar que 

V x, y £ A : x ~ y. 

En efecto, tomemos dos puntos x, y £ A cualesquiera. Como A es poli- 
conexo, existe un conjunto finito de puntos z^, z-i, • • •, z n £A tales que 
Zo = X, Z n = y, 

{Zqj Zi, • * *, Z n j C A. 

Ahora bien, sabiendo que un segmento es un arco, tenemos z 0 ~ z t , Zi ^ z 2 , 

• • -, Zn-i z n , lo cual implica, en virtud de la transitividad de £ (lema 1 
de 6.5) que z 0 ' z„. 
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Tal como se intuye geométricamente, existen conjuntos arco-conexos 
que no son poli-conexos; por ejemplo, véase el ejercicio 17. No obstante, 
proporcionaremos un recíproco parcial del Teorema 3 más adelante. 

Por lo pronto, obtenemos un corolario inmediato. 

Corolario 3'. Todo conjunto poli-conexo es conexo. 

Demostración. El teorema anterior junto con el Teorema 2 de 6.5. 

Antes de establecer bajo qué condiciones un conjunto arco-conexo o 
conexo es poli-conexo, requerimos un resultado auxiliar de cierto interés 
propio. Para motivarlo, supongamos que tenemos conjuntos A, B, donde 
BOA y A es abierto (pueden estar en un espacio métrico) ; a cada punto 
x £B, como también x £ A, corresponde un r > 0 tal que N(x; r) CA. Pero, 
en general, r depende de x y no tenemos derecho a suponer que exista un 
mismo r con N(x;r) CA , \fx£B. Sin embargo, tal cosa sucede si B es 
compacto: ejercicio 47 del capítulo V. Aun cuando el resultado es válido 
en un espacio métrico cualquiera, presentamos la demostración en un espa- 
cio normado, pudiendo ésta transcribirse a un espacio métrico cuyas esferas 
abiertas sean conexas. 

Lema 3. Sean A y C conjuntos de un espacio normado H, tales que A es 
abierto, C es compacto y CCA; entonces existe un r > 0 tal que 

Vx£C : N(x;r) CA. 

Demostración. Si A = H cualquier número real r > 0 satisface la condi- 
ción. Supongamos, pues, que A es un subconjunto propio de H. 

Como H es conexo (Teorema 1), la frontera p{A) (véase 3.1). 
Por otra parte, [3{A) es cerrado (Fi de 2.5), y siendo A abierto, 
An/3(A) = <£ (F 7 de 2.5), lo que implica CD/3(A) = <¡>, ya que CCA. 
En consecuencia, aplicando lo establecido al final de 6.3, 

r = d(C,j8(A)) > 0. 

En virtud de la definición de r, es claro que, si 

.v €C, y £¡3{A), 


entonces 


\\ x ~y\\ > r ■ 
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Tomemos un x £ C cualquiera y probemos que 

N(x;r) CA. 

En efecto, por la observación anterior, ¡3(A) í~)N(x; r) =<£; por otra 
parte AP\N (x-,r) ya que x ^_ACN (x-, r) . Ahora bien, si 

(H-A)nN(x;r) =£<!>, 

entonces, como N(x;r) es conexo, ello implicaría 

/3(A) HN(x ; r) =£ 4 , 

(Teorema 1 de 3.1) obteniéndose una contradicción. De manera que debe 
ser ( H—A ) C\N(x; r ) = </>, lo que equivale a N(x; r) CA. 

Teorema 4. En un espacio H, todo conjunto abierto y arco-conexo es 
poli-conexo. 

Demostración. Consideremos un conjunto A abierto y arco-conexo en H . 

Tomemos un par de puntos x, y (¿A cualesquiera y construyamos una 
poligonal contenida en A que los una. 

Como A es arco-conexo, existe una función / : [0, 1] — > II, continua en 
[0, 1], con /(O) = x, /( 1) = y, cuyo rango C (el arco) es tal que CCA. 

Ahora bien, C es compacto, por ser un arco, y, en virtud del lema 3, 
existe un r > 0 (aquí es donde se utiliza que A es abierto) tal que 

y x £ C : : N(x; r) CA. (1) 

Pero / es uniformemente continua en [0, 1] (Teorema 4 de 6.6), luego 
existe un 8 > 0 tal que 

Vt, t' CIO, 1] con \t-t’\ < 8 : ||/(í) ~f(t')\\ < r. (2) 

Tomemos ahora un n £ N con 1 ¡„ < 8 y consideremos los siguientes pun- 
tos de [0, 1]: 

ni/ 2 / ...ni =1 

¡ni ¡n, •••, ¡n 1 • 

Ya que \ i ¡ n ~ i-1 /n| = 7n < 8 (i = 1, ■••,»), obtenemos, por (2), 

!!/(*/») -/(*“*/») II < r (í= 1, ••■,«). (3) 
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Hemos construido una familia finita de puntos 


* =/(7») (»= 0,1, ...,n) 


y (3) se traduce en 


|| 1 1 (i 1, • • *, n), 

lo que equivale a 

¿i £N(zí- i; r) (í = 1, ; 

pero, como toda esfera abierta es convexa (lema 2), se deduce que 
■£,] Cí/ (¿i-ij r) ( i 1, • ■ •* ti) , 


de donde, por (1), 


lo que implica 


[zí-i, Zi] CIA (i 1 , • • ti) , 


U Oi-1, Zi] = [z 0 , Zi, ■ • ., Z „] CA , 




sabiendo que 


z° = /(O) = x, z» = /(l) = y. 


Un dibujo ilustrativo de la demostración anterior puede facilitar la com- 
prensión del lector. 

Corolario 4'. En un espacio normado H, todo conjunto abierto y conexo 
es poli-conexo. 

Demostración. Como H es localmente arco-conexo (Teorema 1 ) , se aplica 
el Teorema 6 de 6.5 seguido del Teorema precedente. 


En resumen, todo conjunto poli-conexo es arco-conexo y conexo. Recí- 
procamente, un conjunto abierto y conexo es arco-conexo y poli-conexo. 

O sea que, para un conjunto abierto, la conectividad, arco y poli-conec- 
tividad son propiedades equivalentes. 

Finalmente, se suscita la pregunta sobre si la imagen continua o unifor- 
memente continua de un poli-conexo es poli-conexa. En general, la respuesta 
es negativa en ambos casos (véase el ejercicio 18) 
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7.3. TRANSFORMACIONES LINEALES 

Si H y K son espacios vectoriales (no necesariamente provistos de nor- 
mas), se recuerda que una transformación lineal es una función T : H -> K 
que posee la propiedad de que 

Vx,y£H, 

Va,¡3£R : T(ax+J3y) = aT(x) + / 3T(y ). 

El núcleo de T es el conjunto 

Ker(T) = T^{6} = {x£H\T(x) = 0} 

y se comprueba fácilmente que es un subespacio de H, al igual que el ran- 
go T(H) 

También resulta inmediato verificar que T es inyectiva si y sólo si su 
núcleo Ker(T) = {0}. 

Si T es biyectiva se dice que es no-singular y, de lo contrario, se llama 
singular. En caso de ser no-singular, se comprueba directamente que la 
función inversa T l : K H es también una transformación lineal. 

Si S : H -> K es otra transformación lineal y a, ¡3 £R, la función 
aT + [3S : H — » K, definida 

V* : ( ccT+pS ) (x) = aT(x ) + jBS(x), 

es una transformación lineal. 

Si G es otro espacio vectorial y T' : K — > G una transformación lineal, 
no hay dificultad en verificar que la función compuesta T’ ° T : H G 
es una transformación lineal. 

Finalmente, designaremos siempre por /://->// a la transformación 
lineal idéntica (yx £H : I(x) = x) y por ©://—>/! a la transforma- 
ción lineal nula (y x £H : 0(x) = 9) cualesquiera sean los espacios H y 
K, sin mayor peligro de confusión. 

Todos estos hechos, que hemos listado como recordatorio, son de carác- 
ter puramente algebraico. Aquí nos ocuparemos de propiedades topológicas 
de las transformaciones lineales; concretamente, de su continuidad, para lo 
cual los espacios que intervienen deben ser normados. Así pues, durante toda 
esta sección, los espacios H y K son normados. 

Comenzamos con un resultado verdaderamente sorprendente. 

Teorema 1. Si la transformación lineal T : H — » K es continua en un 
punto de H, entonces es uniformemente continua en H. 
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Demostración. Supongamos que T es continua en el punto x Q £ H. 
Luego, dado e > 0, existe un 8 > 0 tal que 

V* con ||* — *„|| < 8 : ||r(*) — T(x 0 ) || < e. (1) 

Tomemos ahora un par de puntos x,y£H con ||* — y|| < 8. Tenemos 
entonces que 

II (x—y+x 0 ) — *o|| = II*— y|| < 8, 

de donde, aplicando ( 1 ) y el hecho de que T es una transformación lineal, 

l|r(*)-r(y)|| = ||r(*-y+* 0 ) -r(* 0 )|| < e. 

Vemos, pues, que las transformaciones lineales tienen un comportamien- 
to que podríamos calificar de extremista: son uniformemente continuas en 
H o no son continuas en punto alguno de H. Debido a esto, de aquí en 
adelante diremos simplemente que una transformación lineal es continua, 
sin que haga falta especificar dónde. 

Como si esto fuera poco, demostramos en seguida que toda transfor- 
mación lineal continua satisface una condición de Lipschitz en su dominio, 
lo cual sabemos no sucede a cualquier función uniformemente continua. 

Por comodidad, haremos uso del Teorema 2 de 7.2, aunque es sencillo 
demostrarlo directamente y se recomienda al lector intentarlo. 

Teorema 2. Una transformación lineal T : H -» K es continua si y sólo 
si existe un número real M > 0 tal que 

V*€H: ||r(*)|| <M||*||. 

Demostración. Si T satisface la propiedad en el enunciado entonces 

Vx,y£H:\\T( x )-T(y)\\ = \\T(x-y)\\ < M \\x-y\\-, 

de manera que T es uniformemente continua en H por satisfacer una con- 
dición de Lipschitz en H. 

Recíprocamente, supongamos que T es uniformemente continua en H. 
Como H es convexo, aplicamos el Teorema 2 de 7.2 con e = 1. Existe 
pues un a > 0 tal que 

V*,y£H: ||r(*)-r(y)||<«||* — y|| + 1; 
luego, si tomamos y = 9, con lo cual T (y) = 0, se verifica 
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Vx£H, X ^e :~\\T(x)\ 

IMI 



< a + 1 , 


de donde, haciendo a + 1 = M > 0, obtenemos 


l|7»|| < Af |M|; 

pero si x = 9, ambos miembros de la desigualdad son cero y podemos 
concluir 


Vx£H : ||T (#) || <M\\x\\. 

El teorema que sigue nos proporciona otra caracterización de las trans- 
formaciones lineales continuas como las únicas que “transportan” acotados 
a acotados. Por esto se las llama frecuentemente transformaciones aco- 
tadas. 

Teorema 3. Una transformación lineal T : H — » K es continua si y sólo 
si, para todo conjunto acotado A de H, T(A) es acotado. 

Demostración. Si T es uniformemente continua en H y A es un conjunto 
acotado de H, entonces T (A) es acotado, en virtud del corolario 2' de 7.2. 

Recíprocamente, como la superficie esférica S(9; 1) es acotada, el con- 
junto T[S(d; 1)] es acotado y, por el Teorema 1 de 4.1, existe un M > 0 
tal que 

TW; 1)]CÍV(<?;M); 

vale decir, 

yx£H con |t*]| = 1 : ||r(x)|| < M. 

Luego, 


Vx£H con xyLO : — |[r(*)|| = 

M 



< M, 


o sea 

U7» || <M ||*||, 

de donde 

yx£H : ||7» || <M ||*|| 


y T es continua por el Teorema 2. 
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El Teorema 2 nos ayuda a establecer un útil criterio sobre la continui- 
dad de la inversa de una transformación lineal no-singular. 

Teorema 4. Si T : H K es una transformación lineal sobreyectiva (no 
necesariamente continua), entonces T es no-singular y T' 1 es continua si 
y sólo si existe un m > 0 tal que 

V.í : m ||*|| < ||T(*)||. 

Demostración. Supongamos que T es no-singular y que T -1 : K —> II es 
continua. Luego, en virtud del Teorema 2, existe un M > 0 tal que 

Vy£K:\\T-'(y)\\<M\\y\\, 


de donde 


V* : % |M| = Vit HT- 1 [2»] || < || T(x) ||. 

Recíprocamente, supongamos que existe un m > 0 tal que 

Vx£H:m\\x\\ <||T(x)||; (1) 

luego, si T(x) = 9, obtenemos 0 < m ||x|| < 0, de donde x = 6. O sea 
que el núcleo de T está constituido únicamente por 0, lo cual implica que 
T es inyectiva y, como también es sobreyectiva por hipótesis, T es no-sin- 
gular. 

Por otra parte, aplicando (1) tenemos 

VyeK: llr^OOll KVmWTÍT-'mi = V-IMI. 

lo que nos dice que T -1 es continua (Teorema 2). 


7.4. ISOMORFISMO TOPOLOGICO: ISOTOPIA 

Recordemos que dos espacios vectoriales H y K son isomorfos si existe 
una transformación lineal no-singular T : H — » K. Desde un punto de vista 
algebraico, estos espacios son indistinguibles, pudiendo sólo diferir en la 
naturaleza específica de sus elementos (vectores) . El isomorfismo identi- 
fica, por así decirlo, la estructura algebraica de ambos. Si H y K son además 
normados, su equivalencia natural como espacios métricos es el homeomor- 
fismo uniforme. Si pretendemos, pues, que sean indistinguibles, tanto alge- 
braica como topológicamente, debemos requerir que sean isomorfos y uni- 
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formemente homeomórficos. La combinación de estas dos relaciones de 
equivalencia da origen a la que mejor se ajusta a espacios normados. 

Decimos que el espacio normado H es topológicamente isomorjo con 
el espacio normado K si existe una transformación lineal continua y no- 
singular T : H — > K cuya inversa T -1 es también continua. 

Dejamos al lector la rutinaria y fácil tarea de comprobar que el iso- 
morfismo topológico es una relación de equivalencia entre espacios nor- 
mados. 

Con objeto de abreviar, cometeremos el abuso de lenguaje de llamar 
al isomorfismo topológico isotopía ; diremos pues que dos espacios normados 
son isótopos, en lugar del aparatoso topológicamente isomorfos. Así mismo, 
una transformación lineal continua y no-singular con inversa continua será 
denominada brevemente una isotopía. 

Se destaca de la definición que dos espacios isótopos son a la vez iso- 
morfos, como espacios vectoriales, y uniformemente homeomórficos como 
espacios métricos. 

Según se estableció en 6.6, si dos espacios métricos son uniformemente 
homeomórficos y uno de ellos es completo, entonces el otro también lo es. 
En particular, si dos espacios normados son isótopos y uno de ellos es de 
Banach (completo) el otro ha de serlo también. Vale decir, la isotopía 
preserva la completitud. 

Los resultados de 7.3 provocan una “elegante caracterización de la 
isotopía. 

Teorema 1 . Dos espacios normados H y K son isótopos’ si y sólo si existe 
una transformación lineal sobreyectiva T : II —> K y números reales 
m, M > 0 tales que 

V-v £ H : m ¡|x||' < |¡T (x) || < M ||x|¡. 

Demostración. Teoremas 2 y 4 de 7.3. 

Sucede con frecuencia que un mismo espacio vectorial H admite dos nor- 
mas || || 1; || || 2 , dando origen a espacios normados H x , I! 2 respectivamente 
y, como caso particular del Teorema 1, podemos suministrar un criterio que 
caracterice su isotopía. Tenemos a mano la transformación lineal idéntica 
I : //i -h> H 2 , que es, por supuesto, no-singular; de manera que estos espa- 
cios serán isótopos si y sólo si existen números reales m, M > 0 tales que 

y.v : m ||x|| a < ||a|| 2 < M HxHj. 

Concentramos ahora nuestra atención en espacios normados de dimen- 
sión finita. Para éstos la situación se presenta mucho más sencilla y vere- 
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mos que poseen todas las propiedades topológicas establecidas para R n 
en 5.4. 

Recordemos primero que R n es isomorfo con cualquier espacio vectorial H 
de dimensión finita n. En efecto, si elegimos una base {e u e 2 , • • •, e n ) para 
H, se comprueba con toda facilidad que T : R n — > II. tal que 

V(a*i, x 2 , • • ■, x„) £R n : T(x 1} x 2 , ■ ■ x„) — x i<?i + x 2 e 2 + • • • + x n e n , 

es una transformación lineal no-singular que establece dicho isomorfismo. 
Teniendo en cuenta que el isomorfismo es una relación de equivalencia, 
esto trae como consecuencia que dos espacios vectoriales de una misma 
dimensión finita son siempre isomorfos. 

Este resultado se extiende a la isotopía, pero su demostración requerirá 
el auxilio de un lema previo, que aprovechamos de probar con mayor 
generalidad de la que haremos uso. 

Lema 1. Sean (E,d) un espacio métrico y H normado. 

Si / : A CE — > H es continua en A, entonces la función |[/|| : ACE — » R, 
tal que 

yx£A : \\f\\(x) = ||/(*)||, 

es continua en A. 

Demostración. Designemos por d' a la métrica en II inducida por la nor- 
ma. Sabemos que la función g : H — » R, tal que 

yx£H : g(x) = d'{x, 6) = ||x||, 

es continua (uniformemente) en H y es claro que ||/¡¡ = g ° /; luego ||/¡| es 
continua en A por el Teorema 1 de 6.2. 

Teorema 2. Dos espacios normados de una misma dimensión finita son 
isótopos. 

Demostración. Descartemos el caso de dimensión cero, que es cierto tri- 
vialmente. 

Considerando que la isotopía es una relación de equivalencia (por tanto, 
simétrica y transitiva), basta con demostrar que cualquier espacio normado 
H, de dimensión finita n > 1, es isótopo con R n . 

Eligiendo una base {e u e 2 , ■ ■ ■ , e n ) para H, sabemos que la transfor- 
mación lineal T : R n — » H, tal que 

V(*i, x 2 , ■ ■ ■, x„) £R n : T(x 1} x 2 , ■ x n ) = x 1 e 1 + x 2 e 2 + . . . + x„e„, 
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es no-singular. De manera que probaremos la isotopía haciendo uso del 
Teorema 1. 

Primeramente, sumando las desigualdades (a) de 5.4, obtenemos 


■•■,*») £R n ■ 2 !*i| < n [{(x^xz, (C) 

'í — 1 

Designando por k ~ máx {|[^||, \\e 2 \\, ||<?„¡[}, es claro que k > 0 y 

se verifica 


V(*i, x z, •••,*») £R n : \\T (x u x 2 , ■ ■ .,x„) |j < 2 |*»1 ||*i|| < ¿ 2 |*i| 

Í ~1 1=1 

de donde, aplicando (G), tenemos 

V(x 3 , x¡, •••,*„) € R 11 : || T{x 1 s x 2} •••,.v„)|| < ( kn ) \\{xi,x 2 , ...,*„) ||. (1) 

Aplicando el Teorema 2 de 7.3, (1) indica que T es continua. 

Ahora bien, la superficie esférica S = S ( 6 ; 1 ) en i?’ 1 es un conjunto 
compacto (corolario 3" de 5.4) y, en virtud del lema 1, la función 
|¡T|| : S CR n — » R es continua en £. Luego* por el Teorema 3 de 6.3, ||T|| 
alcanza un rmnimo absoluto en algún punto a £ S ; o sea que, si hacemos 
m = | IT (a) || > 0, entonces 

yx £S : m < 1 1 jT(x) || J 


pero, si tomamos un x (¿R n cualquiera, con x 0, se tiene que £ S, 

11*11 

de donde 





rwii- 


De manera que 


V-v £R n : m j|x¡| < ||T(x) || (2) 

(ya que la desigualdad de (2) es trivialmente válida para x = 6 también). 

Por último, nótese que ||a|j = 1, lo cual implica que a 0 y, como T 
es no-singular, T (a) ^4 9, o sea que m = j|T(a)|| > 0. 

La no-singularidad de I y las desigualdades (1) y (2) demuestran, en 
virtud del Teorema 1, que R n y H son isótopos. 
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Consecuencia inmediata de este teorema es que poco importa la norma 
que se elija para un espacio vectorial de dimensión finita; los espacios nor- 
mados resultantes serán isótopos. Esta observación es de suficiente impor- 
tancia para destacarla. 

Corolario 2'. Todos los espacios normados que provienen de un mismo 
espacio vectorial de dimensión finita son isótopos entre sí. 

Habiendo demostrado que cualquier espacio normado de dimensión fi- 
nita n es isótopo con R n y sabiendo que este último es completo (Teorema 
2 de 5.4) sacamos una importante conclusión (recuérdense las considera- 
ciones hechas al principio de esta sección) que también merece destacarse. 

Teorema 3. Todo espacio normado de dimensión finita es de Banach 
(completo) . 

Corolario 3'. Todo subespacio de dimensión finita de un espacio normado 
es un conjunto cerrado. 

Demostración. En virtud del Teorema 3, un subespacio de dimensión fi- 
nita es completo, lo cual implica, por el Teorema 2 de 5.3 que es un con- 
junto cerrado. 

Del corolario precedente se deduce, aplicando el Teorema 2 de 7.1, que 
todo subespacio de dimensión finita de un espacio normado H, que no 
coincida con H, es un conjunto cerrado y fronterizo, o sea, nada-denso 
(P 4 de 2.7). En particular, si H es de dimensión finita, entonces todos sus 
subespacios son cerrados y nada-densos. Recíprocamente, si H es un espacio 
de Banach y todos sus subespacios son cerrados, entonces H es de dimen- 
sión finita, pero la demostración de este resultado no será dada aquí por 
requerir conocimientos que van más allá de la intención de este capítulo. 
El teorema que sigue pone de manifiesto un hecho importante. 

Teorema 4. Si T : H — > K es una transformación lineal y H es de dimen- 
sión finita, entonces T es continua. 

Demostración. Sea {e 1} e 2 , ■ ■ ■, e n } una base para H. 

Dado un vector cualquiera x = x í e 1 + x 2 e 2 + • • • + x„e n de H, defi- 
nimos 

IM|i = 2 M- 

i=l 


Es inmediato comprobar que || \ es una norma para H y se deja al 
lector. El espacio normado a que ésta da origen es isótopo con H, por el 
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corolario 2', y, aplicando el criterio que se obtuvo en seguida del Teore- 
ma 1, deben existir números reales m, M > 0 tales que 

V*€# : ||*||i < ||*|| < Ai ||*||!. (1) 

Ahora bien, si T(e i ) = 0 (i = 1, •■•,«), entonces T es la transforma- 
ción nula que es continua por ser constante. De lo contrario, 

0 < k = máx{||r(c 1 )||, ..., ||r(*„)||} 
y se verifica, para todo * = + . . . + x n e n de H, 


l|7»|| = ||2* 4 r(e 4 ) 

i=l 


<2 |*«|-||r(< 4 )|| <*11*11, 


de donde, haciendo uso de (1), 

rwii<(|)iwi, 

lo cual demuestra la continuidad de T, por el Teorema 2 de 7.3. 

Vemos, pues, que toda transformación lineal cuyo dominio sea un es- 
pacio normado de dimensión finita es automáticamente continua, no im- 
porta cuál sea el codominio. 

El Teorema 3 de 3.4, que constituye la propiedad topológica resaltante 
de R n y lo diferencia de espacios métricos completos cualesquiera, se gene- 
raliza a espacios normados de dimensión finita. 

Teorema 5. Todo conjunto acotado de un espacio normado de dimensión 
finita es precompacto. 

Demostración. Supongamos que A es un conjunto acotado de un espacio 
normado H de dimensión finita n. 

En virtud del Teorema 2, H es isótopo con R n bajo una isotopía 
T : R”->H. 

Ahora bien, como T~ x : H —> R n es una transformación lineal continua, 
7" _1 (A) es un conjunto acotado de R n (Teorema 3 de 7.3) y, por el Teo- 
rema 3 de 5.4, T~ 1 (A) es precompacto. 

Por otra parte, T es uniformemente continua en R n (Teorema 1 de 
7.3), lo cual implica que el conjunto A = TjT- 1 (.4 ) ] es precompacto, en 
virtud del Teorema 2 de 6.6. 
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El teorema precedente, junto con el hecho de que un espacio normado 
de dimensión finita es completo, provoca la generalización a tales espa- 
cios de los corolarios 3', 3" y 3 '" de 5.4, con demostraciones idénticas y 
que, por tanto, omitimos. 

Corolario 5'. Todo conjunto acotado de un espacio normado de dimen- 
sión finita es relativamente compacto. 

Corolario 5 ". (Heine-Borel) . Todo conjunto cerrado y acotado en un 
espacio normado de dimensión finita es compacto. 

Corolario 5"'. (Bolzano-Weierstrass) . Todo conjunto infinito y acotado 
en un espacio normado de dimensión finita admite algún punto de acumu- 
lación. 

No debe sorprender demasiado el que resultados tan propios de R n sean 
generalizables a espacios normados de dimensión finita. Todo ello es con- 
secuencia directa del fundamental Teorema 2. Al descubrir que todo espacio 
normado de dimensión finita n es isótopo con R n se adquiere la certeza de 
que deberá poseer todas las propiedades algebraicas y topológicas de R n , 
ya que la isotopía identifica ambas estructuras. 

Lo que sí puede considerarse como poco menos que extraordinario y 
sorprendente es que la propiedad enunciada en el Teorema 5 caracteriza 
a los espacios normados de dimensión finita. Resulta casi misterioso, vis- 
to intuitivamente, el que esa propiedad del carácter puramente topológico 
pueda implicar un hecho evidentemente algebraico como lo es la finito- 
dimensionalidad. Esto y otras consecuencias interesantes se infieren del lema 
siguiente. 

Lema 2. Si alguna esfera abierta en el espacio normado H es precom- 
pacta, entonces H es de dimensión finita. 

Demostración. Supongamos que existe un punto a £H y un r>0 tales 
que la esfera abierta N(a;r) es un conjunto precompacto; luego su clau- 
sura, que es la esfera cerrada N(a;r), es también precompacta. Por último, 
4>=^S(a;r)CN(a;r), lo que nos dice que la superficie esférica S(a;r) 
es precompacta (Teorema 2 de 4.2). 

Definamos la función / : S(a;r) CH — > H tal que 

V x£S{a;r) : f(x) = *¡ r {x-a). 

Nótese que 

Vx,y£S{a-,r) : ||/(*) -f(y) || = 7r !|*-y||. 
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de manera que / es uniformemente continua en S{a;r), por satisfacer allí 
una condición de Lipschitz. 

Por otra parte, vemos que 

V* £S(a; r) : |[/(*)|| = 1, 

lo cual indica que el rango f[S{a) r)]CÍ(í; 1). 

Pero, recíprocamente, si z € S ( 9 ; 1 ) , se comprueba directamente que 
a + rz £S(a;r) , f(a + rz) — z. 

En resumen, / es uniformemente continua en S[a\r ) y su rango es 
S(9; 1); luego, la superficie esférica 5(0; 1) es precompacta (Teorema 2 
de 6.6). 

Tomemos un número real a con 0 < a < 1 ; entonces existe un conjunto 
finito de puntos x t , x 2 , • ••,*» €5(0; 1) tales que 


n 

5(0; 1) C U (de unión de conjuntos) N(xí", «) . (1) 

Í=1 


Ahora bien, sea 5 el subespacio generado por los vectores x u x 2 , ■ ■ •, x„; 
S es entonces de dimensión finita y, en virtud del corolario 3', es cerrado. 
Si S no coincide con H, se aplica el lema 2 de 7.1 y existe un z£H con 
||¿|| = 1, es decir, z£S(9; 1), tal que *• 


en particular, 


lo cual indica que 


V* : !i*-z|| > «; 

I!*» — z|| >a(i= 1, 2, • • •, n), 
z£N(xí;<x) (i = 1, 2, • • •, n) 


contradiciendo ( 1 ) . De manera que S debe coincidir con H y H es de di- 
mensión finita. 


Se deduce que, en un espacio normado H, todas las esferas abiertas son 
precompactas, lo que equivale a decir que H es de dimensión finita, o 
bien ninguna esfera abierta es precompacta y el espacio no es de dimensión 
finita. 

Del lema 2 se extraen dos consecuencias directas que merecen desta- 
carse. La primera es el hermoso recíproco del Teorema 5. 

Consecuencia 1 . Si en un espacio normado H todo conjunto acotado es 
precompacto, entonces H es de dimensión finita. 



PRODUCTO DE DOS ESPACIOS NORMADOS 


235 


Demostración. Cualquier esfera abierta de H es precompacta, por ser 
acotada, y se aplica el lema 2. # 

El próximo resultado es interesante y curioso. 

Consecuencia 2. Si el espacio normado H no es de dimensión finita, en- 
tonces todos sus conjuntos precompactos son fronterizos. 

Demostración. Supongamos que A es un conjunto precompacto. 

Si A tomamos un a £_A y debe existir un r > 0 tal que N(a;r ) CA; 
pero entonces N(a- y r) es precompacta (Teorema 2 de 4.2), y H es de 
dimensión finita, en virtud del lema 2. 

Luego, debe ser A = <f>, lo que equivale a decir que A es fronterizo 
(Pode 2.7). • 

Por último, se observa que en el cuadro de 5.5, que resume los resul- 
tados sobre compacidad, puede substituirse toda vez que aparece R n por 
ENDE (espacio nonnado de dimensión finita), conservándose la validez. 
Más aún, podemos asegurar que, al menos con espacios normados, no es 
posible generalizar. 


7.5. PRODUCTO DE DOS ESPACIOS NORMADOS 

Se trata, esencialmente, de construir un nuevo espacio normado con 
ayuda de otros dos. Algo muy similar se realiza con espacios métricos y, en 
tal sentido, véanse los ejercicios 52, 53, 54 y 55 del capítulo VI. 

Son muchos e interesantes los resultados que pueden establecerse sobre 
el espacio producto. Sin embargo, nos limitaremos aquí a un propósito muy 
concreto; el de operar con límites de sucesiones y funcionales y con fun- 
ciones continuas, aprovechando las ventajas que ofrece trabajar con formas 
bilineales continuas. 

Consideremos dos espacios normados H y K y formemos el producto 
cartesiano H X K de ambos conjuntos. Nos proponemos conferir a H X K 
estructura de espacio normado, de forma tal que ésta dependa de las es- 
tructuras de H y K. 

Comenzamos por convertir a H X K en espacio vectorial sobre el cuerpo 
de los números reales, al igual que H y K. 

Esto es sencillo; si (xi ,y¡), (* 2 , y 2 ) £H X K, A £R son cualesquiera, 
definimos (x ly y L ) + (x 2 , y 2 ) = (*1 + x 2 , yi+yz) , h(x 1} yi) = (Axi, Ayj). 

Es rutinario y mecánico comprobar que H X K es un espacio vectorial 
con respecto a esas leyes de composición y se deja al lector. 
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Debemos ahora proveer al espacio vectorial H X K de una norma. Pro- 
porcionamos tres. En efecto, para un vector genérico (x, y) X K, se 
definen 

||(*j 30 II = máx{||*||, ||y||} 

lltey)lli = IWI + IMI 
lltey)||2 = V||*|| 2 + MI 2 - 

De nuevo dejamos al lector la simple tarea de verificar que cada una 
constituye un norma para H X K. 

Se ve de inmediato que, para todo (x, y) (¿II X K, se cumple 

lltey) II < lltey) lia < ||tey)l|i < 2j|tey)ll, 

lo cual implica, en virtud de la observación hecha en seguida del Teorema 
1 de 7.4, que los espacios normados formados por H X K, con respecto a 
cada una de esas tres normas, son isótopos entre sí. Se deduce que podemos 
elegir con libertad cualquiera de ellos y los resultados que se establezcan para 
el favorecido serán automáticamente válidos para los otros dos. Por pro- 
piciar las demostraciones más sencillas, escogemos la primera norma defi- 
nida y, de aquí en adelante, al referirnos *al espacio normado producto 
H X K, se entenderá que es con respecto a esa norma, sin necesidad de 
expresarlo en cada caso. 

Si H y K son ambos de dimensiones finitas, elijamos bases {e t , ■■■, e n }, 
(£i, •••>£?}, respectivamente. Resulta trivial comprobar que el conjunto 
{te, 0), •••, (e n ,0), (0,1 1 ), •••, (0,| p )} constituye una base para el espa- 
cio H X K, cuya dimensión es, por lo tanto, finita e igual a la suma de las 
dimensiones de H y K. Nótese además que las bases de H y K inducen, en 
forma muy natural, una base para H X K. 

Volviendo al caso general, donde II y K son espacios normados cuales- 
quiera, procedemos a considerar ciertas transformaciones lineales de mucha 
utilidad. 

Las funciones pr t : H X K H, pr 2 : H X K K, que reciben el nom- 
bre de proyecciones canónicas , se definen de la siguiente manera; para todo 

te y) x k ■. tete y) = x,prÁx,y) = y. 

Es claro que ambas son transformaciones lineales sobreyectivas, aunque no 
inyectivas en general. Por otra parte, se ve de inmediato que 

\\Pu te y) II < lite y) I! (*' = 1,2), 
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lo cual implica la continuidad de las dos proyecciones canónicas en virtud 
del Teorema 2 de 7.3. 

Otras funciones convenientes son las inyecciones canónicas 
bi: H^H X K,b 2 : K-+H X K, 

tales que 

V* £H : b x {x) = (*, 9), 

Vy £K : b 2 (y) = (9, y). 

Salta a la vista que ambas son transformaciones lineales inyectivas y que 
sus rangos respectivos son los subespacios H X {9}, {0} X K. No son pues, 
en general, sobreyectivas. También resulta obvio que 

!¡M*)li = ll*||. \\h{y)\\ = Ibll, 

implicando la continuidad de b x y b 2 , de nuevo por el Teorema 2 de 7.3. 

Las proyecciones e inyecciones canónicas se relacionan mediante senci- 
llas e interesantes expresiones que presentamos a continuación. Su vera- 
cidad se comprueba directamente y queda en manos del lector. 

a) pr x o = I, pr 2 . b 2 = I, 

b) ¡ br 1 o = 0, pr 2 o b x = 0, 

c) b x o pr t + b 2 • pr 2 =* I. 

Sea { z n } una sucesión en el espacio producto H X K. Ella determina 
una sucesión {*„} = {p?i{zn)} en H y otra { y n } — {pr 2 ( 2 „)} en K. La 
fórmula c) nos indica que 


Yn £N : z n — [b 1 . pr 1 + b. ¿ o pr 2 ) (z n ) = b x {x n ) +b 2 {y„) = ( x„,y „ ). 

Recíprocamente, una sucesión { x„ } en H y una {y„} en K definen una 
sucesión { z n } en H X K tal que 

Yn £N : z n = b x (x n ) +b 2 (y„) = {x„,y n ). 

Ahora bien, si z n —>z = (x, y) £H X K, la continuidad de las proyec- 
ciones y el Teorema 2 de 6.1 implican 

Xn — pr x {z„ ) -> prt{z) = A, y n = pr 2 {z n ) -> pr 2 (z) - y. 

Si { z n } es de Cauchy, la continuidad uniforme de las proyecciones, junto 
con el Teorema 3 de 6.6, nos dice que las sucesiones { x n }, {y n } son también 
de Cauchy. 



238 


ESPACIOS NORMADOS 


Supongamos ahora que x n — » x en H, y n — > y en K. Las sucesiones {*„}, 
{ y n } determinan la sucesión {z„} = {(x n ,y n ) } en H X K, lo que sabemos es 
equivalente a z n — b 1 (x„) + b 2 (y n ) , V n G N. Conociendo la continuidad de 
£>i, b 2 y aplicando de nuevo el Teorema 2 de 6.1, tenemos que 

b-í(x n ) -» b t (x), b 2 (y n ) ~*b 2 (y). 


El lema 1 de 7.1 nos dice entonces que 


2» = M*«) + M?») ->b i(x) + b 2 (y) = {x,y). 

Consideremos, por último, que { x n }, {y«} son sucesiones de Cauchy en 
H y K respectivamente. Veamos que la sucesión {z„} = { (* n , y „) } también 
resulta de Cauchy, aunque la comprobación deberá ser más directa. En efec- 
to, dado e > 0, podemos hallar un v £ N tal que 


V 11, Ti' > V : | \Xn AT „ ' ¡ | < E, Ibn-yn'H < E, 

de donde 


yn, n' > v : 

| [^n 2 n - 1 1 = y„-y„0|| = máx {||x„-x n .¡|, ||y n -)v||}< 

4 

En resumen, z„ = ( x„ , y„) z = (x, y) si y sólo si x n — > x, y n y. Así 
mismo, es condición necesaria y suficiente para que {z„} = { (x„, y n ) } sea 
de Cauchy en H X K que ambas sucesiones {x n }, {y n } sean de Cauchy en 
H y K respectivamente. 

Estos hechos conducen, entre otras cosas, al siguiente teorema. 


Teorema 1. El espacio producto H X K es de Banach si y sólo si los espa- 
cios H y K son de Banach. 


Demostración. Supongamos que los espacios H y K son de Banach y sea 
{¿n} — { {x„, y n ) } una sucesión de Cauchy en el espacio producto H X K. 
Por lo establecido, las sucesiones {*„}, {>■„} son ambas de Cauchy y, por 
tanto, convergen, pero sabemos que ello implica la convergencia de {z„} 
y H X K es un espacio de Banach. 

Recíprocamente, H X K es un espacio de Banach y sean {x n }, {y n } 
sucesiones de Cauchy en H y K respectivamente. La sucesión {{x n ,y n )} es 
entonces de Cauchy en H X K y, por consiguiente, convergente; luego con- 
vergen {x n }, {y n } y los espacios H y K son de Banach. 

Recordemos que la ley de composición interna “suma” en un espacio 
normado cualquiera H es una función s : H X H H tal que 
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Vx,y £H : s(x, y) = x + y. 

Los axiomas definitorios de espacio vectorial le atribuyen a s un conjunto 
de propiedades de carácter algebraico. Más aún, confiriendo a H X K la 
estructura de espacio vectorial en la forma que se ha descrito, se verifica 
directamente que s es una transformación lineal; topológicamente y consi- 
derando a H X K como el espacio normado producto, observamos que 

A (x,y) eH X H : |H*,y)|| = ||* + y|| < |M| + \\y\\ < 2||(*,y) ||, 

lo que nos dice que s es una transformación lineal continua (Teorema 2 
de 7.3). Por otra parte, s es singular, ya que, claramente, no es inyectiva. 

Sea ahora ( E , d) un espacio métrico y //, K normados. Consideremos 
una función / : AGE H X K. Se origina un par de funciones 

/, : ACE ACE K 

que denominamos funciones coordenadas de f y se definen como 


fx = pTi • /, / 2 = prz • /• 


( 1 ) 


Empleando la fórmula c) podemos también reconstruir / de sus funcio- 
nes coordenadas: 


/ = (b i o pr x + b a » pr 2 ) <> / = bx . / a + b 2 . / 2 , (2) 


de donde se deduce que 

yx£A : f{x) = (fx(x),f 2 (x)). 

En particular, de (1) y (2) se infiere claramente que, si ( E,d ) es un 
espacio normado también y A = E, entonces / es una transformación lineal 
si y sólo si /i, son ambas transformaciones lineales. 

Volviendo al caso general planteado, nótese que se cumple la propie- 
dad siguiente, 

yx,y£A : 

li/W -/(y) II = máx{||/ 1 (x)-/ 1 (y)||, ||/, (*) -f 2 {y) ||}. 

De allí se deducen en seguida, mediante razonamientos rutinarios que se 
encomiendan al lector, que en todo punto de A, donde sean continuas f 1} / 2 a 
la vez, es continua / y si fi, /<> son uniformemente continuas en A también 
!o es /. 
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Por otra parte, supongamos que, para algún a £ A', existen 
lím/¡(x) = a i ( i = 1, 2), 


entonces, como b u b-, son continuas, tenemos 

lím bi°fi(x) = bi(túi) ( i = 1, 2), 


(Teorema 3 de 6.1). Ahora bien, en virtud del Teorema 2 de 5.7 (propo- 
sición 1 ) , para toda sucesión {*„} en A con x n -» a, se tiene 

bi °/i(x n ) ^ új(ü)j) (z 1, 2) , 


ello implica que 


/(*„) = &i°/i(*») + b 2 °f 2 (x n ) -» M ¡úi) + b 2 (tú 2 ), 


es decir, 


/(*») (“i) «Ja); 


según el lema 1 de 7.1. Luego, 


lím f(x) = (<« 1 , 02 ), 

x ->a 


por el Teorema 2 de 5.7 (proposición 2). 

Recíprocamente, si para un a£A' existe lím f(x) = ( 01 , 012 ), entonces, 

. x-*a 

por las fórmulas (1), la continuidad de las proyecciones canónicas y el 
Teorema 3 de 6.1, concluimos que existen 

lím fi(x) = pr 1 (o 1? < 012 ) = oí {i = 1, 2). 

x-*a 

Análogamente, las fórmulas (1) y el Teorema 4 de 6.1 nos dicen que en 
todo punto de A, donde sea continua f, son continuas ambas funciones co- 
ordenadas. Y de nuevo (1) con el Teorema 1 de 6.6 indican que si / es 
uniformemente continua en A también lo son f 2 y f 2 . 

Procedemos ahora a considerar una clase de funciones de particular 
importancia y utilidad que se presenta en relación con espacios producto. 

Sean H, K y G espacios normados. Una función v : H X K —> G que 
satisface la siguiente propiedad, 
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v<x,a, PjP' £R, yx,x'£H, yy,y'£K : 
v(ax+a'x', fiy+py') =afív(x,y) + <x l 8'u(x, y') +a/3v(x f , y) +<x’(3’v(x\ y') 

se denomina forma bilineal. Una manera más breve pero menos precisa de 
enunciar la propiedad que caracteriza la forma bilineal es decir que v es una 
“transformación lineal con respecto a cada variable cuando la otra se man- 
tiene fija”. Esto puede comprobarse haciendo primero f¡ = 1, ¡3' = 0 y 
luego a = lj a = 0. 

Conviene declarar, cuanto antes, que una forma bilineal no es una trans- 
formación lineal de H X K en G. 

Como ejemplo, consideremos el “producto por un escalar”. En un es- 
pacio normado (basta con que sea vectorial) H, la función u : R X H -» H, 
tal que 

y a £R, yx £H : u(a, x) — ax, 

es una forma bilineal; simple observación de los axiomas definitorios de 
espacio vectorial. 

También inmediato de su propia definición, el producto interior 

p : H X H R {p(x,y) = x-y), 

en un espacio euclídeo H, es una forma bilineal. 

Las formas bilineales son extraordinariamente ricas en propiedades al- 
gebraicas, cuyo tratamiento estimamos fuera de lugar en esta obra. De sus 
propiedades topológicas, también muy abundantes, sólo veremos la caracte- 
rización de su continuidad. 

Antes, nótese que, si v : H X K — > G es una forma bilineal, se infiere 
directamente de la definición que 

yx £H : v(x, 6) = 0, y y £K : v(0, y) — 9. 

Teorema 2. Una forma bilineal v : H X K — » G es continua en H X K 
si y sólo si existe un número real k > 0 tal que 

V(x,y) £H X K : |¡y(*,y)|| < K ||*||-||y||. 

Demostración. Supongamos que se cumple la desigualdad en el enunciado 
y demostremos la continuidad de v en un punto genérico (x 0 ,yo) (¿H X K. 
Dado e > 0, tomemos 


0<8 <mín{l,e/(l + |W| + ||y 0 ||)*}. 
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Luego, 

\f(x,y) £H X K con \\{x,y) - (* c , y 0 )|| < 8 : 

\\v(x,y) -w(* 0 ,yo)|| = || v(x-x 0 ,y 0 ) + v{x,y-y 0 )\ \ < 

< ||z> (* — * 0 , y 0 ) [| + \\v{x,y-y 0 )\\ < ¿(||*-*o|| ‘ ||>o|| + |MI ‘ |b~NI) < 

< ¿(11*11 + INI) * || (at, y) - (at 0j y«) || < ¿8(¡|*|| + INI) ; 


pero 


||*|| <||*-* 0 || + INI < || (*, y) — (*oj yo) II + INI < i + INI 

entonces 


\v(x,y) -a(* 0 ,yo)|| < ¿8(1 + |N| + INI) < e - 


Recíprocamente, v es continua en HXK y, por tanto, en {0,9) £HXK; 
luego, dado s = 1 existe un 8 > 0 tal que 


V (x, y) £H X K con ||(*,y)|| < 8 : ||t>(*,y)H < 1. 


Ahora bien, si 


entonces 


de donde 


o sea 


es decir 


(*, y) £H X K, x ^ 9,y ^ 9, 


,/2 (¡WNbll) 


= s h < s, 


I ( 8* 8y N 

\ v vm' m\) 


< i, 


l»(*>y)ll < b 


4IWI-IMI 

IbtejOll < i*M IMNblI- 


Designando por k = 4 /a? y observando que si x — 9 o y — 9 ambos miem- 
bros de la última desigualdad se hacen cero, concluimos que 

Y(x,y) £H X K : |b(*,y)|| < ¿||*||-|bll- 
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Aplicando el teorema precedente, establecemos en seguida la continui- 
dad del “producto por un escalar” u : R X H -» H que consideramos atrás 
como ejemplo de forma bilineal. En efecto, es una de las propiedades en 
la definición de norma que 

Va£R,\'x £H : ||u(«, *)|| = ||a*|| = [a|*||*||. 

Así mismo, es continuo el producto interior p : H X H -» R, también 
visto como ejemplo de forma bilineal, en el caso de un espacio euclídeo H. 
Aquí la continuidad equivale, según el Teorema 2, ni más ni menos que 
a la desigualdad de Schwartz (véase el ejemplo 4 de 1.1) : 

V x,y£H : \p{x,y)\ = | x-y\ < ||*|| • ||y||. 

Con los resultados establecidos en esta sección pueden obtenerse, con 
economía de trabajo y elegancia, todas las llamadas operaciones con límites 
de sucesiones, funcionales y funciones continuas. 

Por ejemplo, considérense dos sucesiones convergentes x„ — > x, y n — » y , 
en un espacio normado H y sucesiones reales <*„ -> a, p n -» (i. Queremos 
demostrar que a n x n + J3„y n — » ax + ¡3y. En efecto, como la función (forma 
bilineal) “producto por un escalar” u : R X H H es continua y 


(a n , x„) -> (a, x ) , (/?„, y n ) (J3, y) en R X H, 


entonces 


u(oe n , x n ) — a „x n ti (a, x) = ax, u(/3„,y n ) = f3 n y n -=► u(/3, y) = ¡3y. 

Ahora aplicamos la continuidad de la suma s : H X H — > H y obtenemos 

<*nX n + ¡3 n y n = s(a n x n , p n y n ) — > s(ax, fiy) — ax + ¡3y. 

Si H fuese euclídeo demostraríamos de manera similar que x n ■ y„ -» x ■ y, 
haciendo uso de la continuidad del producto interior. 

Veamos otra aplicación ilustrativa. Sea ( E , d) un espacio métrico y H 
euclídeo. Dadas tres funciones f,g,h : A C E—>H, se desea probar la con- 
tinuidad de <o : ACE H, tal que 

Vx£A : <o(x) = (f(x) ■g(x))h(x), 

suponiendo continuas f,g,h en A. 

La función <p : AGE — » H x H , determinada por sus funciones coorde- 
nadas <px — /, tfi = g, es continua en A; luego, también lo es la función 
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compuesta p ° t¡> : AGE -> R, donde p es el producto interior en H (Teo- 
rema 1 de 6.2) y, en consecuencia, la función : AGE -» R X H, cuyas 
funciones coordenadas son i^i = p ° <?, — h, es continua en A, así como 

la función compuesta u ° i¡/ : AGE —r H, donde u es el “producto por un 
escalar”. Pero basta verificar que o> = 

Más aplicaciones pueden verse en los ejercicios. 


EJERCICIOS 

1. Probar que el diámetro de una superficie esférica, en un espacio nor- 
mado, es dos veces su radio. 

2. Comprobar que un subespacio no trivial (contiene vectores distintos 
de 9) de un espacio normado no es un conjunto acotado. 

3. Sea S un subespacio del espacio normado II con S II. Demostrar 
que la frontera ¡3(S) es un subespacio. 

4. Dada una sucesión {«„} en el espacio normado H, se denomina serie 
de términos a„ a la sucesión {5„} tal que 

4 

V n £N \ s„ = (¡v + a i + • • • + a n . 

La serie se dice convergente si converge {j„} y su límite se llama suma 
de la serie. Se emplea la notación 2 a » para designar la serie. 

Nótese que da origen a la serie 2]¡ a n|| en I a recta real. Si esta 
última converge, decimos que 2 a n es absolutamente convergente. 
Demuéstrense las siguientes implicaciones : 

a) 2 a n convergente =) a n -^ 9. 

b) 2 a » absolutamente convergente y H de Banach =) 2 a » conver- 
gente. 

5. Sea H un espacio normado, A y B conjuntos no vacíos de H. Se 
define 

A + B — {x + y \ x £A, y £B}. 

Probar las siguientes implicaciones: 

1) A abierto y B cualquiera =) A + B abierto. 

2) A y B compactos =) A + B compacto. 
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3) A compacto y B cerrado =) A+B cerrado. 

4) A y A + B compactos => B relativamente compacto. 

(Sugerencia: Compacidad secuencia en 2), 3) y 4).) 

6. Demostrar que, si T : H -> K es una transformación lineal (no nece- 
sariamente continua) y A es un conjunto convexo de 11, entonces 
T (A) es convexo. 

7. Demostrar que la intersección en una familia cualquiera de conjuntos 
convexos es convexa. 

8. Probar que todo conjunto no vacío de un espacio normado está con- 
tenido en un conjunto convexo “mínimo”, que se denomina su casco 
convexo. 

9. Sea A un conjunto convexo de un espacio normado H y x 0 £ H. De- 
mostrar que x 0 + A — {x 0 + x \ x £ A] es convexo. 

10. Si A y B son convexos, demuéstrese que, para a, [3 £R, el conjunto 

«A + (3B = { ax + f3y | x £A, y £B} 


es convexo. 

11. Empleando la notación del ejercicio anterior, donde a, (3 £ R y A es un 
conjunto no vacío en un espacio normado, compruébese que 

(a+¡3) A C.aA + [3 A 

y proporciónese un ejemplo en el cual la inclusión sea propia, aun 
con a, f3 > 0. 

Demuéstrese que, si A es convexo y a, [3 > 0, entonces 
(a + P)A = aA + /3A. 

12. Verificar que el conjunto [x, 6 ] U [ 6 , y] en el espacio R 2 , donde 

x- (1,0), y = (0,1) 

es arco-conexo y poli-conexo, pero no convexo. 
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13. Dados tres puntos x,y,z£H, se denomina triángulo de vértices x¡ y, z 
al conjunto 

T(x,y,z) = U (de unión de conjuntos) [x, oj] 

Demuéstrese que todo triángulo es convexo. 

14. Se dice que un conjunto no vacío A de un espacio normado H es 
estrellado si existe un c £A (llamado centro de estrella) tal que 

V* €A : [c,x]CA. 

Demuéstrese que todo conjunto convexo es estrellado y que todo estre- 
llado es poli-conexo. 

Dense ejemplos que pongan de manifiesto que los recíprocos no son, 
en general, ciertos. 

15. Demostrar que la clausura de un conjunto estrellado es estrellada. 

16. Sea / : ACH K uniformemente continua en el conjunto estrellado 
A. Demostrar que existen números reales a, /? > 0 tales que 

V* £A : ||/(*) || < a ||*|| + ¡3. 

( Sugerencia ; Empléese la técnica del Teorema 2 de -7.2.) 

17. Probar que el conjunto A = {(cosí, sen í) £R 2 | í £[0, 7s]} es arco- 
conexo y no poli-conexo. 

18. Sea / : [0, ,r / 2 ] —> R 2 tal que 

Vi €[0, 7 2 ] : /(í) = (sen í, eos í) . 

Demostrar que / es uniformemente continua en [0, 72] y verificar que 
su rango es arco-conexo, pero no poli-conexo. 

19. Probar que una poligonal es un conjunto poli-conexo. 

20. Demostrar que la unión en una familia de conjuntos poli-conexos cuya 
intersección no es vacía, es poli-conexa. 

21. Sea A un conjunto no vacío de un espacio normado. Demostrar que 
cada x£A pertenece a un “máximo” conjunto poli-conexo contenido 
en A, el cual llamaremos componente poli-conexo de A. 
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Probar que los componentes poli-conexos constituyen una partición 
de A. 

22. Demostrar que los componentes poli-conexos de un conjunto abierto 
son abiertos. 

23. Demostrar que el núcleo de una transformación lineal continua y no 
nula es un conjunto nada-denso. 

24. Sea T : H -> G una transformación lineal continua y supongamos que 
T = Ti o T 3 donde T 2 : H — » K es una transformación lineal y 
Tí : K — » G es también lineal, además de continua e inyectiva. De- 
mostrar que T 2 es continua. 

25. Supongamos que la función / : H — => K posee las propiedades (a) 
yx,y£H : f(x+y) = /(*) + f(y); (b)/[V(0; 1)] es un conjunto 
acotado. 

Demostrar que / es una transformación lineal continua. 

26. Sea H un espacio normado de dimensión finita y S un subespacio que 
no coincide con H. Probar que existe un z£H con ¡|a|| = 1 y 

d(t,S) = 1 . 

27. Demostrar que cada una de las propiedades enunciadas en los coro- 
larios 5', 5", 5'" de 7.4 implica la finito-dimensionalidad del espacio. 

28. Dos espacios normados H y K se dicen congruentes si existe una iso- 
topía T : H —> K tal que 

\\T(x)\\ = ||*||- ( 1 ) 

Compruébese que basta con que T sea una transformación lineal so- 
breyectiva que satisface ( 1 ) . 

Verifiqúese que la congruencia es una relación de equivalencia. 

Se dice que el espacio normado K es una completación de H si: (a) 
K es de Banach; (b) existe un subespacio denso de K que es con- 
gruente con H. 

Demuéstrese : 

1. Todo espacio normado admite una completación. 

2. Dos completaciones de un mismo espacio normado son congruen- 
tes. 
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29. Probar que, si A y B son compactos en los espacios normados H y K 
respectivamente, entonces A X B es compacto en el espacio producto 
H X K. 

30. Si S es un subespacio de H y T un subespacio de K, demuéstrese que 
S X T es un subespacio de H X K. 

31. Sean /, g : H -> K y se define h : H X H -» K tal que 

y x,y£H : h{x,y) = /(*) +g(y). 

Demostrar que, si / y g son continuas en H, entonces h es continua 
en HXH. 

32. Sean f,g:H—>K, continuas en el espacio normado 77 y K es euclí- 
deo. Probar que la función h : H X H — > R tal que 

V<,y£H : h(x,y) = /(*) ■ g{y) 

es continua en HXH. 

33. Sean /, g : ACE^H, tf,\p : A CE -> R ‘todas continuas en A (E es 
métrico y H normado). 

Demostrar que la función h : ACE —> H, tal que 

V v €-4 : h(x) = f{x)f{x) + i H x )g{x), 
es continua en A. 

34. Sean A y B conjuntos compactos de un espacio normado H. Demos- 
trar que el conjunto 

C = U (de unión de conjuntos) \x,y\ 

X*A 

yfB 


es compacto. 

(Sugerencia: Considérese el espacio producto H X H.) 
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